Numerik fiir Maschinenbauer und Mechaniker
Ubung 10, Lésungsvorschlag

Gruppeniibung
G 28 Gegeben sei die Zerlegung PA = LR mit

010

P=1001

1 00
1 00 4 0 1
L=| -1 10 R=103 =3
2 -1 1 00 3

Fiihren Sie die folgenden Aufgabenstellungen ohne explizite Berechnung von A durch.

a) In welcher Reihenfolge wurden die Zeilenvertauschungen vorgenommen?
b) Berechnen Sie die Determinante von A.

c) Losen Sie das Gleichungssystem Az = (1,2, 3)L.

a) Zeilenvertauschungen aus P:
Zuerst wurde die erste und die zweite Zeile vertauscht (2,1, 3).
Darauf die zweite und die dritte (2, 3,1).

b)

A=P'LR
= det(A) =det(P~')det(L)det(R) =1-1-36 = 36

Az =b & PAx = Pb
& LRz = Pb

Wir 16sen daher Lz = Pb, Rx = z. Es folgt

p 1/3
z=15 1|, z=| 7/3
2 2/3

durch Anwendung des Gauf-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung. Interpretieren Sie das
Ergebnis als Zerlegung der Form PA = LR.
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116 3 1 1 | Zeilentausch I gegen Il
2] 8 5 2 2
319 7 4 3 | * = Spaltenpivot
319 7 4 3
2| 8 5 2 2|0 =1 - %I
116 3 1 1| m=m—21
319 7 4 3
2 % —% —% —% Zeilentausch I gegen Il
1|2 (=% -2 | —1|*=Spaltenpivot
319 7 4 3
1 § e
i1 14 2 11
2l —9 2~ |—s | M=0— 5T
319 7 4 3| = a1=08—4dz3 —Txy) : 9=—1
HE IR R R T R B
2] 35 sl ml@®m=xi(-3)=—%
0 01 1 0 0 9 7 4
P=1100 L=(2 10|, R=[0 -5 -2
8 11 1
010 s 1 1 0 O 3
G 30 Gegeben sei das Schema:
4 3 1 2
418 4 2 1
1
3153 2 1 2
11
1§ 11
211 1 1

Es wird behauptet, dieses Schema koénnte aus der Anwendung des Gauf3-Algorithmus mit
Restmatrixpivotsuche, angewandt auf eine invertierbare Matrix A € R***, entstanden
sein. Uberpriifen Sie die Behauptung, ohne A zu rekonstruieren, und geben Sie gegebe-
nenfalls alle Eintrége an, die dieser Behauptung widersprechen. Bitte begriinden Sie Thre

Antwort!

a) Wir miissen die folgenden beiden Bedingungen iiberpriifen:

1) |a?] > 1aW] fiir 1 > k.

(Wére das nicht so, so hédtte man noch ein Spaltentausch in Schritt k durchfiihren

konnen.)

(Wiirde fiir einen Multiplikator l; > 1 gelten, so hétte man im Schritt k einen

j=1...k—1.

Zeilentausch vornehmen kénnen.)

zul) k=1:
k=2:

8 2 4= |a12|3
2 2 1= |a23|

8 Z 2= |a13|a

222: |a24|

82 1= |a14|
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k=3: ]_Z]_:|CI,34|
Die erste Bedingung ist also erfiillt.
zu 2) Alle ly; erfiillen |l;| < 1 und somit auch die zweite Bedingung.

Das angegebene Schema kénnte also durchaus das Resultat eines Gauss-Algorithmus
mit Restmatrixpivotsuche sein.

b) An der Numerierung der Zeilen und Spalten sieht man, dass Zeilen und Spalten
auf die gleiche Weise vertauscht wurden, es gilt also Q = PT. Dieses gleichmifige
Vertauschen erhilt aber die Symmetrie, d.h. A ist genau dann symmetrisch, wenn
B = PAPT symmetrisch ist.

Wird der Gauss-Algorithmus bei einer summetrischen Matrix ohne Vertauschung
durchgefiihrt, dann gilt fiir die Multiplikatoren in der Matrix L, wegen B = BT :

R
b,(c’fc) b,(c’fc) Tkk
Also:
Lik * Tkl = Thi fiiri >k

Diese Bedingung iiberpriifen wir nun:

1
k=1 l21'7‘11:§ 8:4:7'12
1
131‘7“1121 8=2=r43
1
l41'7“11=§'8=1=7“14
1
k=2 : 132'7"2225'2:1:7"23
l42'7‘22:1 2:2:7‘24
k=3 : 143'7"33:1 (—1):—1—7’34

Also ist LR symmetrisch und daher auch A = PTLRP. Eine symmetrische Matrix
ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind. Die Determinante
einer Matrix ist das Produkt ihrer Figenwerte:

det(4) = det(PTLRP)
= det PT.detL-detR-det P
N N~

=det P =1
= (det P)*-detR
——

=1
T11 +T22 * 733 * T'44
= 8-2-(—1)-1
= —16
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Somit ist das Produkt der Eigenwerte negativ, es gibt also mindestens einen nega-
tiven Eigenwert. Die Matrix ist daher nicht positiv definit.

G 31 Eine Matrix R € R™" heifit obere Dreiecksmatrix, wenn r;; = 0 fiir 7 > j.
Zeigen Sie:

a) Das Produkt zweier oberer (unterer) Dreiecksmatrizen ist wieder eine obere (untere)
Dreiecksmatrix.

b) Fiir die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix R € R™" gilt det R = 711 - - - 1y, =

n
[ 17
j=1

Hinweis: Verwenden Sie den Entwicklungssatz fiir Determinanten.

a) Es seien R = (1i;)1<j,j<n € R und R = (Fij)1<,j<n € R™ zwei obere Dreiecksma-
trizen und A = RR deren Produkt. Dann gilt fiir i > j

n J n
Qij = ) _TikTkj = Tik Tkj + ik Thj = 0.
v N~
k=1 k=1 g k=j+1 5

b) Die Determinante von R kann nach dem Entwicklungssatz fiir Determinaten in der

Form
i Ti2 T3 ++° Tin
0 7o 793

det R = det 0 0

0 - 0 T

T2 T2z -+ Top
0
= rndet
0 -+ 0 7y
33 T3n
= r11r22det
0 Ton

= -=[lra

dargestellt werden.



