Numerik fiir Maschinenbauer und Mechaniker
Ubung 8, Losungsvorschlag

Gruppeniibung
G 22 Es sei das folgende zweistufige Runge-Kutta—Verfahren gegeben:

1 11
ili 0
3|1 1
4 | 2 4
Yilz 3

a) Fiihren Sie mit dem Verfahren einen Integrationsschritt mit A = 1,29 = 0,y = 1 fiir
die DGL 3 = Ay, A < 0 durch.

b) Berechnen Sie die Stabilitdtsfunktion und iiberpriifen Sie, ob das Verfahren A-stabil
ist.

a) Einsetzen der gegebenen Werte h =1, xy = 0 und yo = 1 in

L1l kv = f(z+ jh,y+ jhk)
s L1 o ky = f(z+ 3h,y+ shk + $hks)
Vils 3 o = gk + k)

A
ki =
' 1- 1)
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A
® = s
-1\
14 1A)?

Yizr1 = W

b) Zum Nachweis der A-Stabilitit mufi das Gebiet der absoluten Stabilitét
G={z€C:lg(z) < 1}.

bestimmt werden. Dabei ist g(z) die Stabilitdtsfunktion, die sich ergibt, wenn man
das zu untersuchende Verfahren auf die Testgleichung y' = Ay anwendet und die
entstehende Gleichung in der Form

Yir1 = g(h - N)y;
schreibt. Das Verfahren heifit dann A-stabil, wenn

G D {z: Re(z) < 0}.
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Durch Anwenden von

= ky = f(z+ 3h,y+ shki+ ;hks)
&, = I(ki+ ko)

auf die Testgleichung y' = Ay erhilt man
ki = My+ thl)
ko = Aly+ 1hlf + 1hk
2 = Yy o/t 4 2 -

Auflésen nach ki und ko

A
ki = —1 U
T oo
b (14 $Ah)Ay;
(1—ixm)2

und Einsetzen in ® ergibt
Yit1 = Yi+h®
= Uit g(/‘fl + ko)
h ( A (1+ 3 h) yi>

= Y+3 Yi
2 \1-1Xh (1—1h)?

h (1= 3 AR)A+ (14 $Ah)A

= yi+§‘ ( _i)‘h)z Yi
h 2\
= yi+§'myi
hA
= Y+

(1= TAR)? + hA
= Ta—Duyp
(14 ;AR)?
(1— Lwn”
Damit lautet die Stabilitdtsfunktion
(1+ 32)

9 =y

Das Gebiet der absoluten Stabilitdt ist durch alle komplexen Zahlen gegeben, die
die Bedingung

==

1+ 12)2
‘g <]_’

— L)
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bzw.

bzw.

(2 +4)° < I(z = 9)°].

|z 4+ 4| < |z —4].

erfiillen. Geometrisch kann man dies in der komplexen Zahlenebene interpretieren

als die Menge der Punkte, deren Abstand von der Zahl —4 ( Abstand =
kleiner ist der Abstand zum Punkt 4 ( Abstand =

|z+44|) echt

|z —4|). Dies sind aber genau die

Punkte, deren Realteil Re(z) < 0 ist. Damit ist das Verfahren A-stabil.

G 23 Gegeben seien ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2,3

und die homogene lineare autonome DGL 3’ =

0(0 0 O ki = f(t,y)
511 1 0 = ks = f(t+2ay+ (k1 + k2))
w|lkLo4 ®y = (ki + ko + 4ks)

—10y mit dem Anfangswert y(0) = 1.

Testen Sie ob die Vorschlagsschrittweite h = 0.1 im Punkt ¢ = 0 akzeptiert wird, wenn
eine absolute Genauigkeit von TOL = 0.001 auf dem Intervall ¢ € [0,1] gefordert ist.
Erfiillt die von der Schrittweitensteuerung vorgeschlagene Schrittweite den Test?

Die RK-Verfahren ergeben fiir h = 0.1

ki
ks
ks
o,
@y

(0, )——10()=—10
f(0+011+01 )):—10(1+01(1))
fO+2%,1+2(=10+0)) = —-10(1 + (-1
(=104 0) = -5

-

10+ 0+ 4(=7.5)) = -2,

Die Nédherungslosungen sind dann

Wegen

g = 1401(=5)=0.5

= 1401(-2) =1

= \/ h - TOL - [|yd]|
1lh 2lh
(tgnDE — to) - Iyt — o7

,/0.1-0.001 -1
1-0.16667

= +/0.0006 = 0.02449 < 1

0+0))

—7.5
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G 24

wird die Schrittweite h = 0.1 verworfen.

Im Skript auf S.87 wird in diesem Fall die Schrittweite

h = 0.9&()}1
0.9-0.02449- 0.1 = 0.0022

vorgeschlagen. Fiir diese Schrittweite gilt

ki = f(0,1)=-10(1) = —10

ky = f(0+0.0022,1+ 0.0022(—10)) = —10(1 + 0.0022(—10)) = —9.78
ks = f(0+ 28221 4 00022(—10 — 9.78)) = —10(1 + 2%*2(-10 — 9.78))
—9.8910

®; = 4(—10—-9.78) = —9.8898

O, = §(—10—9.78 + 4(—9.891)) = —9.8906.

Die Ndherungslosungen sind dann

g = 14 0.0022(—9.89) = 0.9782425
yP" = 14 0.0022(—9.8906) = 0.9782407

Somit ist diesmal ||y£”h — y?]h” =1.7820-107% und

. \/ hTOL - g
- 1lh 2lh
(tENDE — to) - Iy — o™

\2/0.0022 .0.001 -1

1-1.7820 - 105
= 1.1123 > 1

und daher erfiillt diese Schrittweite nun den Test.

Zu 16sen sei die Anfangswertaufgabe

—10000 4 1 1
y' = Ay = —1 —100 2 |, yO)y=1] -1
5 5 —10 2

a) Geben Sie Abschitzungen fiir die drei Eigenwerte von A an, die zeigen, daf§ alle
Eigenwerte reell, einfach und echt negativ sind.

b) Stellen Sie die Bestimmungsgleichung fiir 7; mit dem impliziten Euler Verfahren
(‘Euler riickwérts’) zur numerischen Integration des Systems mit der Schrittwei-
te h =102 auf.

c) Wire die Anwendung des expliziten Euler Verfahrens (‘Euler vorwirts’) oder des
expliziten Runge Kutta Verfahrens der Ordnung 4 mit h = 10~2 sinnvoll? Begriinden
Sie ihre Entscheidung.
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a) Mit dem Kreissatz von Gerschgorin folgt

3 Ky ={X: |A—(=10000)| < 5}
Ae| K, mit Ky={X: [A—(-100)| < 3}
i=1 Ks={\: |A—(-=10)| < 10}.

Weil alle drei Kreise paarweise disjunkt sind, gibt es in jedem Kreis genau einen
FEigenwert, d.h. die Eigenwerte sind einfach und reell, weil sonst der konjugiert kom-
plexe Eigenwert in demselben Kreis liegen miifite. Weiter gilt fiir jeden Eigenwert
A<0.

Um weiterhin zu zeigen, dass die Eigenwerte echt negativ sind, A < 0, betrachten
wir im folgenden die transponierte Matrix, AT. Diese hat die gleichen Eigenwerte
wie A und liefert die Kreise

3 Ky ={\: |A—(=10000)| < 6}
Ae| K, mit Ky={X: [x—(-100)| < 9}
i=1 K3 ={\: |A=(-10)] < 3}.

Somit ist der Eigenwert in K3 ebenfalls echt kleiner Null.
b) Die implizite Eulervorschrift lautet n; 11 = 1; + hAn; 11

101 —0.04 —0.01 1
0.0l 2.00 —0.02 |mp=[ -1
—0.05 —0.05 1.10 2

c) Nein. Es muf§ |h);|, ¢ = 1,2,3 im Bereich der absoluten Stabilitit des Verfahrens
liegen, d.h. es miifte

|1072);| < 2 bzw. [1072);] < 2.8...

sein, was nicht der Fall ist.



