Numerik fiir Maschinenbauer und Mechaniker
Ubung 6, Losungsvorschlag

Gruppeniibung
G 16 Wir betrachten das Dreieck 7" mit den Eckpunkten (x;, vi), (%;,;), (Zk, Yx). Gesucht ist

eine Quadraturformel der Form

/T f (@ y)d(z,y) ~ wf (@0, yo).

Bestimmen Sie den Knoten (zg, yy) und das Gewicht w so, daf8 die Quadraturformel fiir
affin-lineare Funktionen exakt ist.

Wir rechnen auf dem FEinheitsdreick Ty mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1) und
transformieren das Ergebnis mit Hilfe der Formel auf Seite 63 auf das Dreick T'. Wir
setzen die Basisfunktionen 1, x, y ein und erhalten

1 1—x 1
/ d(x,y)z/ / dydr = = =w
To o Jo 2
1 1—x 1
/ zd(z,y) = / / rdydr= - = wx
To 0o Jo 6
1 1—x 1
/ yd(z,y) = / / ydyde= & = wyo
To 0o Jo

Dies ergibt w = 3 und (zo,yo) = (3,3)-

Anwendung der Transformation

Bl mie e e )

Y Yi Ui Yi =Y Yk —Yi
ergibt

| st = [ . vlem) desAn)dean
T To
1 1
< 17 (G a3+ ) S+ 4 )

Dabei ist |T'| der Flécheninhalt von T.

G 17 Bestimmen Sie mit der Schwerpunktregel eine Ndherung des Integrals

1 p3
I = // vy dz dy
o Jo 1+
3 —In(4)

(= "5 =0.80685)

unter Verwendung der Zerlegung
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Die Schwerpunktregel fiir eine beliebige Triangulation mit Dreiecken T; und den zuge-
ordneten Schwerpunkten (s, ys); ist

I~ Z T3 f((zs,ys)i)-

Die sechs Dreiecke T; der Triangulation sollen wie folgt numeriert werden

y

1

Die Fléiche eines Dreiecks betrigt |T;| = 3.

Die Koordinaten des Schwerpunktes eines Dreiecks sind genau die Mittelwerte der ent-
sprechenden Koordinaten seiner Eckpunkte:

1 1
xs=§($1+$2+$3) und yszg(y1+y2+y3)

Die Schwerpunkte und die entsprechenden Funktionsauswertungen lauten also

Dreieck | (zs,ys) f(zs,ys)
T, (%, %) % = (0.1667
T, (g, %) 12—5 =0.1333
T, (%, %) 28—1 = (0.3810
T, (g, %) 25—4 = 0.2083
Ts (%, %) 1—7,) = 0.4667
Ts (g, %) ;—3 = (0.2424

Y = 1.5984

Die Integralnéherung ist somit I ~ 11.5984 = 0.7992.
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G 18 Die Differentialgleichung y' = f(z,y) kann man 16sen, indem man die zugehorige Inte-
gralgleichung

z;+h
W) =yle) + [ ) de
betrachtet.

a) Bestimmen Sie die Ordnung der folgenden Quadraturformel:

/ f(z)dz = (b— a) f(a) + Rest

b) Benutzen Sie obige Quadraturformel, um nacheinander Ndherungen fiir die Werte
Y1, Y2, - - -, Ys Mit y; = y(z;) fiir die Differentialgleichung

y =zy’,  y0) =y =1,

im Falle von h = i zu erhalten. Vergleichen Sie diese approximative Losung mit der

wahren Losung.

a) Die Ordnung der Quadraturformel kann durch Anwendung auf die Basispolynome
fo(z) =1, fi(x) = = usw. bestimmt werden:

/abfo(x)dxz/abldx:b—a

Die Quadraturformel liefert:

(b—a) fola) =b—a

Somit werden Polynome vom Grad 0 exakt integriert.

b b 1
/ fi(z)dz = / zdx = §(b2 —a?)
Die Quadraturformel liefert:
(b—a) fi(a) = (b—a)a = ab— d®

Es existiert also ein Polynom vom Grad 1, welches durch die Quadraturformel nicht
exakt integriert wird.

Damit ergibt sich, dass die Quadraturformel von der genauen Ordnung 1 ist.

b) Mit Hilfe der angegebenen Quadraturformel ld8t sich der folgende Algorithmus auf-
stellen:

Yigr = Y + (@ip1 — x) f(@i, us)
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fiirt =0,1,...,3. Durch rekursives Ausrechnen ergibt sich:
1 1
o= y0+(1—0> f(O,y0)=1+Z'0=1
1 1 1 1/1 17
= - — = z =1+-(--1°) = —
Y2 y1+(2 4> f(4,y1) +4<4 > 16
3 1\ ,, 17 1(1 [17\?
— c_z 1 =— 4= = ~ 1.20361
3 3 1/3 9
ya = ys+ |[1— 1 f(5,y3) = 1.203613 + AVE 1.203613° | ~ 1.475242

Nun vergleichen wir dieses Ergebnis mit der exakten Lisung der DGL. Hierzu ldsen
wir die DGL durch Trennung der Variablen:

y/ — ny
1
/—Qdy = /xda:—|-c
Yy
1 1,
—g = 5.’1? +c
. -1
vy = 22+ c

Bestimme nun die Konstante ¢ mit Hilfe der Anfangsbedingung:
y(0)=1=— = c=—1

Und somit ergibt sich als Losung an der Stelle x = 1:

y(1) = (1—%-12)_1:2

D.h. wir haben einen Fehler von |2 — 1.475242| = 0.524758 an der Stelle x = 1.



