Numerik fiir Maschinenbauer und Mechaniker
Ubung 5, Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G 13 Berechnen Sie das Integral

36t

i 2 dt
niherungsweise mit der 3-Punkt GauB-Quadratur-Formel und schitzen Sie den Quadra-
turfehler ab

Hinweis:

dt6t2 < 30 fiir ¢ € [2, 3].

Die GauB-Quadraturformel lautet in der allgemeine Form

/ oyt

eSS
k=0

In folgender Tabe]le sind die N u]]ste]len des Legendre-Polynoms xk , die transformierten
Stutzsteﬂen :ck , die Gewichte , die Punktauswertungen von f und die Produkte

mit a:,(e) —ax() _—f-a‘

2 Tk 2

B2 £(z”)) angegeben.
k| oy T, 2 @) | 801
0 | 2112702 | 0.5555556 | 1.852927 | 1.029404
1 0 2.5 0.8888889 | 1.949199 | 1.732622
2 21 2.887298 | 0.5555556 | 2.152556 | 1.195864
05-X=| 1978945
Die exakte Darstellung des Integrals ist
d® e (31)*
—dt =0.5 —— .
0 ZB’“ (dtﬁ 1&2)t:6 7(6!)3

Mit dem Hinweis ergibt sich dann eine Fehlerabschitzung von

3 ot (3|)4
—dt —1.978945| < 30
7(6!)?

G 14 Sei T das Dreieck mit den Eckpunkten (z;,v:), (%;,9;), (Zk,yx). Mittels der iterierten
Simpsonregel soll eine Niherung fiir das Integral

/Tf(:v, y)d(z,y)

= 1.488-107°.

2

hergeleitet werden.
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a) Wir betrachten zundchst das Einheitsdreieck Ty mit den Eckpunkten (0,0), (1,0),
(0,1). Leiten Sie eine Approximation fiir das Integral

f(@,y)d(a,y) = / 1 / 7 fay)dyda

her, indem Sie zuerst das innere und dann das duflere Integral mit der Simpsonregel
approximieren.

To

b) Leiten Sie mit Hilfe einer Variablentransformation eine Formel fiir beliebige Dreiecke
T her.

a) Die Simpsonformel fiir das innere Integral lautet

/Omf(x’y)dy ~ “Tx <f(<va0) +4f(z, 5 D)+ w1 — g;)> .

Fiir das duBere Integral erhalten wir

/011;35 (f(x,0)+4f(x,I;x)+f(x,1—x)> dz

~ S[S07(0,0) 4 47(0,5) + 70, 1)}

T 4(E{f(§,0) + 4f(§, 1) + f(%, %))}
n g{m,o) +4£(1,0)+ f(1,0)}]

= 3 (/(0,0) +4£(0, 1)+f(0 1)+2f( 0)+8£(5, 1)+2f(— %)).

b) Anwendung der Transformation (siehe Skript)

Yy yz n Y Yi Yk Yi
ergibt

/T f@9)d(e.9) = | Fa(€n),u(€n)|det(An) dedy

o B () +ag (22 B g

18
:L"—i—m Yi + Y T+ 2% +xp Yi +2y; + Yk
+2f( . j’ Z2 J)+8f( : 4:‘7 Y : 4] )

x;j + Tk Yj+ yk))
2 72 .
Dabei ist |T'| der Flédcheninhalt des Dreiecks T .

+2f(
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G 15 Mit den bekannten Quadraturformeln kénnen auch uneigentliche Integrale approximiert
werden. Der Schliissel dazu ist z.B. die Transformation

1
r—b+1

o
/ re “dx
1

durch die Anwendung der Transformation und Verwendung der Gauf-Quadraturformel
mit 3 Knoten. Vergleichen Sie mit dem exakten Wert.

=

Approximieren Sie das Integral

Wir transformieren zuerst mittels z = % auf das FEinheitsintervall und fiihren anschlies-

send eine lineare Substitution auf das Intervall [—1,1] durch, das der Gauss-Legendre-
Quadratur zugrundeliegt: s = 2z — 1. Das ergibt insgesamt

[e%9) 1 +1
1 1
/ re * dx =/ —erdr= 4/ e"sH1 ds.
1 o 2 1 (s+1)3

Das letzte Intgral werten wir mit der GauB-Quadratur mit 3 Knoten aus. Die Knoten

sind die Nullstellen des Legendre-Polynoms L3(s) = 533 — %s, also — %, 0 und + %,

und die zugehérigen Gewichte lauten 2, 3, und 2. Somit ist der Niherungswert

2
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Den exakten Wert des Integrals erhélten man durch partielle Integration

CD
Ne}
w

1 1 €

/1 R [—ee], /1 Caevdr = [ze® e ] = 2 ~ 07357580,



