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3. Ubung
Gruppeniibungen

Aufgabe G7

Sei (2,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X;);cy eine Folge von unabhéngigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen mit

P({X, =18}) =02,  P({X;=13})=08.

Zeigen Sie:

1 n

P Q: lim — ) X;(w)=14})=1.
({we: lim — Zl (w) = 14})

Aufgabe G8
Die Zufallsvariable X habe die Verteilungsfunktion

0 fir x <0,

Fx(z) = x/5 fir 0 <z <2,

c—1/2-exp(—(z —2)) firz>2
mit einer gewissen Konstanten ¢ € R. Bestimmen Sie

a) den Wert von c,

b) die Wahrscheinlichkeit P({1/2 < X < 2}),
c¢) die Wahrscheinlichkeit P({X = 2}),
)

d) die Verteilungsfunktion von X?2.



Aufgabe G9

Ein n = 1000 Mal durchgefiihrtes Zufallsexperiment liefert Zahlenpaare, die als Realisie-
rungen von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvektoren angesehen werden konnen,

und zwar:

In der Addition ergeben sich folgende absolute Haufigkeiten:

{ T Y
1 1 2
2 5 2
3 3 4
1000 | 5 2

Zahlenpaar

(1,2)

(1,4)

(3,2)

(3,4)

(5,2)

(5,4)

abs. Haufigkeit

4

167

123

241

311

154

Jemand behauptet, dass die erste und die zweite Komponente des Zufallsvektors un-
abhéngig seien. Entscheiden Sie auf der Grundlage der oben angegebenen Beobachtungen,
ob diese Vermutung verniinftig ist. Begriinden Sie Thre Entscheidung.

(bitte wenden)



Hausiibungen
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Briefkasten: S2 15 (Mathebau), 3. Obergeschoss, auf Uebungsgruppe achten

Aufgabe H13
Gegeben sei eine Zufallsvariable U mit U ~ U(]0, 1]) und A > 0.

a) Finden Sie eine Funktion 7" : R — R so, dass fiir die Zufallsvariable X := T o U gilt:
X ~ Exp(A).

b) Welche Verteilung besitzt 1 — U? Was hat Thr Ergebnis mit Teilaufgabe a) zu tun?

Aufgabe H14
Seien X7, ..., Xj0 unabhéngige, identisch U([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen und x4, ...,z
eine zugehorige Realisierung (d.h. x; = X;(w) fiir ¢ = 1,...,10). Wir betrachten konkret:

? 1 2 3 4 d 6 7 8 9 10
z; | 0.1310.01 | 045062 |041|0.74|0.18 | 0.19 | 0.62 | 0.37

a) Skizzieren Sie die empirische Verteilungsfunktion zu dieser Realisierung.

b) Zeichnen Sie in die Skizze aus a) die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1]
ein.

¢) Lesen Sie den maximalen Abstand zwischen der zuletzt eingezeichneten Funktion und
der empirischen Verteilungsfunktion ab (vgl. Satz von Glivenko-Cantelli).

Aufgabe H15

a) Esseien X, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit zugehorigen Verteilungsfunktio-
nen Fi, ..., F,. Man bestimme die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen

Y = max(Xy,..., X,) und Z :=min(Xy,..., X,).

b) Sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) und sei Fx
die zugehorige Verteilungsfunktion. Zeigen Sie fiir a > 0 und —oo < b < oo:

Faxnlz) = Py (0).

Aufgabe H16
Welche der folgenden Funktionen erfiillen die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion?
Begriinden Sie Thre Entscheidung und skizzieren Sie jeweils die Funktion.

| 1—exp(—2(x+5)) firz> -5,
a) Fi(z) = { 0 sonst.
0 firz<—1,
0.5 fir —1<z<0,
/8 fur0<z<1
1  sonst.

b) Fy(x) =

422 .
o firxz >1,
¢) Fylx) = { 3IOJr5 sonst.



Aufgabe H17
Sei (X1, X3) ein diskreter Zufallsvektor mit der Verteilungstabelle:

P({Xlzl’l,XQZZ'Q}) IQZ—]_ IQZO ZL’2:1
= —1 0.04 0.12 0.16
1 =20 0.06 0.18 0.24
T, =1 0.025 0.075 0.10

a) Bestimmen Sie die Randverteilungen von X; und X,.
b) Sind die Zufallsvariablen X; und X, unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.

c) Geben Sie eine Verteilungstabelle eines Zufallsvektors (X7, X}) an, so dass die Rand-
verteilungen sowohl von X; und X] als auch von X, und X iibereinstimmen, aber
die Verteilung von (X7, X)) nicht derjenigen von (X;, X5) entspricht (vgl. Skript, Bsp.

V.15).
Wir betrachten den Zufallsvektor (Y, Z) mit Y := min(X;, X3) und Z := max(X;, X5).
d) Geben Sie die Verteilungstabelle von (Y, Z) an.
e) Sind die Zufallsvariablen Y und Z unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe H18

Ein Kasino bietet folgendes Spiel an: In jeder Spielrunde erhalten Sie mit Wahrscheinlich-
keit p den verdoppelten Einsatz oder verlieren mit Wahrscheinlichkeit 1 — p Thren Einsatz.

Dabei ist 0 < p < 1/2. Sie betreten das Kasino mit Startkapital z > 0 EUR und verlassen
das Kasino

e entweder, wenn Thr Kapital einen vorgegebenen Wert a > x EUR erreicht oder iiber-
schritten hat

e oder, wenn Sie bankrott sind.

Entwickeln, simulieren und vergleichen Sie verschiedene Spielstrategien fiir a = 10,
a) x=2,p=1/2,
b) z =2, p=18/37 (Wkt. fiir Rot bzw. Schwarz beim Roulette),
c)x=>5p=1/2,
d) z =5, p=18/37.



