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Einführung in die Mathematische Statistik
4. Tutorium

Ziel dieses Tutoriums ist es, das Borelsche starke Gesetz der großen Zahlen (vgl. Satz 7,
Kapitel IV-2) zu beweisen. Zugrundegelegt sei im folgenden immer ein Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω, A, P ).

Satz 1. (Borels starkes Gesetz der großen Zahlen)
Sei p ∈ [0, 1] und (Xi)i∈N eine unabhängige Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen
mit X1 ∼ B(1, p). Weiterhin sei

Sn =

n
∑

i=1

Xi und C = {ω ∈ Ω : lim
n→∞

1/n · Sn(ω) = p}.

Dann gilt
C ∈ A und P (C) = 1.

Für eine Folge (An)n∈N von Ereignissen ist das Ereignis lim supn→∞
An durch

lim sup
n→∞

An :=

∞
⋂

n=1

∞
⋃

i=n

Ai

definiert. Zum Beweis von Satz 1 benötigen wir das 1. Borel-Cantelli Lemma.

Lemma 1. (1. Borel-Cantelli Lemma)
Sei (An)n∈N eine Folge von Ereignissen. Dann gilt

∞
∑

i=1

P (Ai) < ∞ =⇒ P (lim sup
n→∞

An) = 0.

Aufgabe 1. Beweisen Sie Lemma 1.

Aufgabe 2. Beweisen Sie Satz 1. Setzen Sie dabei die Meßbarkeit der Menge C voraus und
gehen Sie wie folgt vor:

(1) Betrachten Sie zuerst die Ereignisse

Aε
i = {ω ∈ Ω : |1/i2 · Si2(ω) − p| ≥ ε}, i ∈ N,

mit ε > 0 und zeigen Sie mit Hilfe der Tschebyschev-Ungleichung und Lemma 1

P (lim sup
n→∞

Aε
n) = 0.



(2) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (1)

P ({ω ∈ Ω : lim
n→∞

1/n2 · Sn2(ω) = p}) = 1.

Beschreiben Sie dazu zuerst das Ereignis lim supn→∞
An in Worten.

(3) Zeigen Sie, daß für i ∈ {n2, n2 + 1, . . . , (n + 1)2} die Abschätzung

|1/i · Si − p| ≤
∣

∣1/n2 · Sn2 − p
∣

∣ + c(p)/n

gilt, wobei c(p) > 0 eine nur von p abhängige Konstante ist.

(4) Beweisen Sie nun mit Schritt (2) und (3) Satz 1.

Mit Hilfe des schwachen Gesetzes der großen Zahlen (Satz 32, Kapitel VI-2) für Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen läßt sich das Weierstraßsche Approximationstheorem (vgl. Einführung
in die Numerische Mathematik) in eleganter Weise beweisen.

Satz 2. (Weierstraßsches Approximationstheorem)
Sei f ∈ C([0, 1]). Weiterhin sei Bn ∈ C([0, 1]) für n ∈ N gegeben durch

Bn(p) =
n

∑

k=0

f

(

k

n

)

·

(

n

k

)

· pk(1 − p)n−k, p ∈ [0, 1]

(n-tes Bernsteinpolynom). Dann gilt

lim
n→∞

max
p∈[0,1]

|f(p) − Bn(p)| = 0.

Aufgabe 3. Beweisen Sie Satz 2. Verwenden Sie dazu die gleichmäßige Stetigkeit von f
und das schwache Gesetz der großen Zahlen für Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen.
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