Kap. VIl Schatz- und
Testprobleme

. Statistische Modellbildung und statistisches

Entscheiden
. Schatztheorie
. Testtheorie

. Lineare Regression
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1 Statistische Modellbildung und

statistisches Entscheiden

Fortan bezeichnen wir mit B(n, p), N(u, 0?), ... auch die

entsprechenden WahrscheinlichkeitsmaBe auf 45 ;.
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Grundform wichtiger statistischer Fragestellungen:
(i) Zufallsexperiment mit unbekannter Verteilung ()

(i) Verteilungsannahme: () € ‘B firr eine Menge ‘13 von

WahrscheinlichkeitsmaBen auf ‘B ;.
(iii) (@) Schatzproblem. Gegeben: Abbildung 1 : 3 — RR.
Bestimme 7)(Q).
(b) Testproblem. Gegeben () = By C *B.
Entscheide, ob () € *3.

(iv) Verfagbar: Stichprobe x1,...,x, € R< aus n-maliger

unabhangiger Wiederholung des Zufallsexperimentes.
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1. Beispiel Geschlecht eines Neugeborenen (1 £ w, 0 £ M),
siehe Bsp. I1.13. Hier d = 1 und

(i) @ = B(1,p), wobei p die Wahrscheinlichkeit, daB
Neugeborenes weiblich.
(i) P = {B(1,p) : p €]0,1[}
(ii)) (@) n(B(1,p)) :==p
(b) Po := {B(1,1/2)} oder
PBo :={B(1,p) : p < 1/2}

(iv) Geschlecht bei n Lebendgeburten
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Bei Stichprobenumfang n = 25171 123 scheint ,verlaBliche"
Bestimmung von 77((Q) und Entscheidung, ob 1(Q)) € By
moglich.

Empirisches Mittel

— =0, 4863 ...

1 Z 12241 392
n "' 25171123

legt nahe, daB 77(()) ungefahr 0, 48 betragt und
Q # B(1,1/2) gilt.
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2. Bemerkung

e Studiert werden auch Varianten dieser Grundform
(z.B. abhangige Beobachtungen, R”-wertige
Abbildungen 7).

e Abstrakte Formulierung und Theorie in der
Mathematischen Statistik (GUtekriterien,

Optimalitatsaussagen, Quantifizierung von Risiken).

e Oftist ‘I3 in natlirlicher Weise parametrisiert, siehe

Beispiel 1.
Fortan, der Einfachheit halber, d = 1.
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Statistisches Experiment formal:

(i) Familie (2,2, P”)yco von Wahrscheinlichkeitsraumen
(i) Zufallsvariablen X1,...,X,, : {2 — R, sodaB
fir alle ¥ € ©:
e Xi,..., X, unabhangig bzgl. P?
° P)ﬁ(l :...:P}zn.
Ferner Py # Py fird,d € © mitd) # 0"
Terminologie: R™ Stichprobenraum, © Parameterraum.

Verteilungsannahme: p = { P} : ¥ € O}

Konkrete Gestalt von €2, 2l und den W’'maBen P irrelevant.
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Annahme: Daten sind Realisierung
r1 = X1(w),...,x, = X, (w)

der ZVen X1, ..., X, fureinw € €.
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Schatzproblem definiert durch
v:0 — R,

also 1)( Py, ) = ~(V). Eine Borel-meBbare Abbildung
g, - R" — IR heiBt in diesem Kontext Schatzfunktion.
Schétze ~y(17) durch

Gn(1, ..y Tn) = gun( X1 (W), ..., Xp(w))

Ziel: Fiir jedes ¥} € O liegen die Werte der Zufallsvariable

gn(X17 R 7Xn)

auf (Q, 2, PY) ,nahe “ bei v(19). 250/



Testproblem definiert durch
@ # @0 g @7

also Py = {P}?l . 1) € Op}. Eine Borel-Menge R,, € B,
heil3t in diesem Kontext Verwerfungsbereich. Lehne die

Hypothese O (bzw. ,J € Oy*) genau dann ab, wenn

(21,...,2,) = (Xj(w),..., X, (w)) € R,.
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Ziel: FUr jedes 1 € © ist die Wahrscheinlichkeit
P'{(X1,...,X,) € R,)})

des Fehlers 1. Art klein“, und fir jedes ¥} € ©\ 0Oy ist die
Wahrscheinlichkeit

Pﬁ({(Xla - e 7Xn) g Rn})

des Fehlers 2. Art ,klein®. Siehe jedoch Beispiel 43 ff.

Bei Schatz- und Testproblem jeweils worst case-Analyse tber alle ¥ € ©.
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3. Beispiel Geschlecht eines Neugeborenen. Hier
© :=10,1[, und firp € O ist Py := B(1,p).

e Schétzproblem: y(p) := p,
e Testproblem: © := {1/2} oder O, := |0, 1/2].

Als Schatzfunktion flr ~y bereits betrachtet

(1, ) =T = Z

Naheliegend: Verwerfungsbereiche R,, fir ©g := {1/2} von

der Form

R, = {z € R": |g,(z) — 1/2| > k,}.
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4. Beispiel Analog: Halbwertszeit. Hier © := |0, oo|, und fir
A € Oist Py, := Exp()\).

e Schéatzproblem: y(\) := In(2) /.
e Testproblem: Oy := {In(2) /Ao }.

Ausblick: nicht-parametrische Statistik.
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