Kap. VI Grenzwertsatze der
Stochastik

1. Erwartungswert und Varianz
2. Gesetze der groBen Zahlen

3. Zentraler Grenzwertsatz
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1 Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert: ,mittlerer Wert* einer Zufallsvariablen, ,Schwerpunkt ihrer

Verteilung. Aligemeine Defi nition basiert auf abstraktem Lebesgue-Integral.

1. Bemerkung Die Menge der ZVen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2L, P) bildet einen Vektorraum.
Auf dem Untervektorraum £1 = £1 (2,2, P) der

integrierbaren ZVen erklart man das Integral

B(X) = /Q X (w) dP(w),

genannt Erwartungswert von X .
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Die Abbildung E : £ — R ist linear und monoton, d.h. flr
XY € £1und a, § € Rqilt:

e F(aX +0Y)=aE(X)+ BEY)
e X <Y = EX) <E(Y)

Ferner gilt fir ZVen X und Y auf (2,2, P):
e  X|<YAY el =Xeckg

e Falls X > 0:
XeiNEX)=0 P{X >0})=0
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Wir betrachten die Spezialfalle:

(i) X diskret, also P({X € D}) = 1 fur abzéhlbare
Menge D C R

(i) X absolutstetig mit Dichte fx

Die folgenden Satze dienen uns als Definitionen, siehe lIrle
(2001, Kap. 8).
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2. Satz Im Fall (i) gilt X € £4 genau dann, wenn
> wep || - P({X = x}) < 00. Gegebenenfalls folgt

E(X)=) z-P{X =ux}).

xeD

3. Satz Im Fall (ii) gilt X € £ genau dann, wenn
ffooo x| - fx(x)dr < co. Gegebenenfalls folgt

E(X) = / T fyln)da

o

4. Bemerkung Integrierbarkeit von X und gegebenenfalls

E(X') hangt nur von der Verteilung Py ab.
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5. Bemerkung Fir A € Agilt 14 € £, und E(14) = P(A).

6. Beispiel
X ~Bn,p)=EX)=n-p
X ~G(p) = EX)=1/p
X ~P\N)=EX)=A\
X ~U([a,b]) = E(X)=(a+b)/2
X ~Exp(A) = E(X)=1/\
X ~N(p,0%) = E(X) =
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Beweis. Fir X ~ B(1, p)
E(X)=1-p+0-(1—-p) =p.

Fir X ~ B(n, p) wegen Bem. 4 und Satz .26 oBdA

X = zn:Xi
1=1

mit X1, ..., X, iidund X; ~ B(1, p). Also
E(X)=) EX;)=n-E(X))=np.
1=1

Beachte: Unabhangigkeit nicht verwendet.
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Sei fx die Dichte von X ~ Exp(\). Dann

/ x| - fx(x) do = /x A -exp(—Ax) dx
—00 0
= —x- eXp —I—/exp
0
—1 R |
= Texp( A\T) 0 =

Fiir die restlichen Verteilungen: UBUNG. ]
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7. Beispiel Sei (Y;);cn iid mit Y7 ~ SB. Betrachte die
symmetrische Bernoulli-Irrfahrt S; 1= 22:1 Y] fart € Ny

(unendlicher Zeithorizont). Definiere

min{t € N: S, =1}, falls{...} #0
0, falls Vi € N: §5; < 0.

X =

Esgilt P({X >0}) =1undfurt € N

(2t — 2)! 1
th-(t—1)! 221

Dad = (2t —1)- P({X =2t —1}) = oo, folgt X # £;.
Siehe Shreve (2004, Chap. 5.2), Stochastic Calculus for Finance I.

PUX =2t —1}) =
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Nun: Hiltsmittel zur Berechnung von Erwartungswerten.

Bezeichnung ({2;)c.; abzahlbare Partition von €2, falls:
(i) J abzéahlbar
(i) 2, ¢ Afuralley € J
(i) 2, Ny = Diary # 4
(iv) 2 = UjEJ (),
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8. Lemma Sei X zV auf (2,2, P) und sei (£2;) e

abzahlbare Partition von €. Gelte
VieJde;, e RVw e Q) X(w) =c¢.

Dann gilt X € £ genau dann, wenn

> icrlcil - P(€;) < oo. Gegebenenfalls folgt
E(X)=) ¢-P(Q)).
jeJ
9. Bemerkung Satz 2 beruht auf der abzahlbaren Partition
({X = z})sep-.
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Beweis von Lemma 8. Fur
D e {Cj . ] & J}

gilt
P{X e D})=1.

Setze J, ={j € J:c; =x}furz € D.Dann

D lal-P{X =a})=) |z|- Y P()

€D €D 1€Jy

=) ) el P(©

xeD jedy

:Z\CH'PQ

jeJ

Berechnung des Erwartungswertes analog ohne Betrage.
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10. Korollar Falls (2,2, P) diskret, gilt X € £ genau
dann, wenn > |X(w)| - P({w}) < 0o. Gegebenenfalls

folgt
= > X(w)-P({w}).

wes)
Beweis. Wahle J := 2, ); := {j} und ¢; := X (j) in Lemma 8. O
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11. Definition ¢ : RY — R Borel-meBbar, falls
VA E B, : g '(A) € By,

Vgl. Lemma V.13.

12. Bemerkung

(i) Menge der Borel-meBbaren Funktionen R? — R bildet

Vektorraum.
(i) Jede stetige Funktion R? — R ist Borel-meBbar.
(i) g = 14 mit A € B ist Borel-meBbar.

Siehe Irle (2001, Kap. 7).
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13. Lemma Transformationssatz

Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fx und
h : R? — R Borel-meBbar. Genau dann gilt h(X) € £1,
wenn o, |h(x)] - fx(z) dx < co. Gegebenentfalls folgt

E(h(X)) = /Rd h(zx) - fx(x)dr < 0.

Beweis. Siehe Irle (2001, Satz 8.21). ]

Lemma 13 gilt ohne die Annahme, daB h(X) absolutstetig verteilt ist.
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14. Satz Sind X, Y € £; unabhangig, so folgt X - Y € £,
und
E(X-Y)=EX)- -E(Y}).

Beweis. Hier Beweis unter der zusatzlichen Annahme, daB X, Y diskret.
Wahle D C R abzahlbar mit P({X € D}) = P({Y € D}) =1, setze

Qe = 1UXY) = (z,9)}, (x,y) € D?,
O, ={X ¢ DYU{Y ¢ D},
X/:1D°X und Y/:1D°Y.

Dann

PHX Y #X'-Y'}) < PUX ¢ DyU{Y ¢ D}) =0.

Also Px.y = Pxryrundsomit X - Y € £, & X'-Y' € £,. 575/1



Ferner

> zyl- P(Quay) +0- P()

(z,y)ED?
= fa|-PU{X ==})-> lyl- P{X =y}) <

und Lemma 8 zeigt X' - Y’ € £;.

Berechnung des Erwartungswertes analog ohne Betrage.

Im Spezialfall absolutstetiger ZVen X, Y verwendet man den Satz von Fu-

bini und Satz V.49.(i). ]
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Nun: ,Streuungsmaf¥* far Zufallsvariablen.

15. Definition ZV X quadratisch integrierbar, falls X2 € £;.
Bez.: £9 = £5(02,2, P) Menge der quadr. int'baren ZVen.

16. Satz £, ist Untervektorraum von £1.

Beweis. Verwende | X| <1+ X?und (X +Y)? <2X?+2Y% O

17. Bemerkung Quadratische Integrierbarkeit von X und

gegebenenfalls (X ?) hangt nur von der Verteilung Py ab.
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18. Satz Im Fall (i () gl|t X & 22 genau dann wenn
erD v P({X = x}) < 0o. Gegebenenfalls folgt

Za;' PH{X =xz}).

xeD

Beweis. Wende Lemma 8 mit J := D, Q,; := {X = j} und ¢; := j*

an. ]

19. Satz Im Fall (ii) gilt X € £5 genau dann, wenn
ffooo 7? - fx(x)dr < 0o. Gegebenenfalls folgt

E(X?) = /OO r? - fx(z)dz

o

Beweis. Wende Lemma 13 mit () := 2* an. O 2781



20. Definition Fir X € £5 heiBt

Var(X) := E(X — E(X))?

die Varianz und \/Var(X) die Standardabweichung von X.
21. Bemerkung Fur X € £ gilt:

Var(X) = 0 < X fast sicher konstant

22. Satz Fur X € £ound a, 8 € R gilt:
(i) Var(X) = E(X?) — (E(X))?
(i) Var(a- X + ) = o - Var(X)
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Beweis. Ad (i): Es qilt
(X —E(X))?=X2-2-X-E(X) + (E(X))

Es folgt

Ad (ii): Es qilt
a- X+[F—-—Ea X+8)=a (X—-EWX)).

Es folgt

Var(a- X + 3) = E(a® - (X — E(X))?) = o? - Var(X).
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23. Bemerkung Fiur X, Y € £y9qilt X - Y € £;.
Verwende | X - Y| < X? + Y~
24. Definition X, Y &€ £ unkorreliert, falls

E(X-Y)=E(X) EY).

25. Bemerkung

(i) X,Y € £5 unabhangig = X, Y unkorreliert,

siehe Satz 14. Umkehrung falsch, sieche UBUNG.

(i) X,Y € £5 genau dann unkorreliert, wenn

B((X = E(X))- (Y = E(Y))) = 0.
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26. Satz Formel von Bienaymé

Falls X1, ..., X, € £ paarweise unkorreliert:

Var (z”: XZ-) = zn:\/ar(Xi).

27. Beispiel Fir X; ~ B(1,1/2) und X5 = — X gilt
Var(X; + Xs) = 0und Var(X;) = Var(X,) = 1/4.
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Beweis von Satz 26. Setze Y; := X; — E(X;) (,zentrieren®).
Furi # j git E(Y; - Y,) = 0. Also

ar <z”: X,L-> — Var (i: Y;)
i=1 i=1
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28. Beispiel

284/1



Beweis. Fir X ~ B(1, p)
Var(X) = E(X*) = (E(X))*=p—p°=p-(1—-p).

Fir X ~ B(n, p) wegen Bem. 4, 17 und Satz I11.26 oBdA

X=>) X,
i=1
mit X1, ..., X, iidund X7 ~ B(1, p). Mit Satz 26 folgt

Var(X)=n-p-(1—p).
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Fir X ~ Exp()\)

/ 2\ exp(—\x) dx
0

— —CEQ . exp(—)\gj) —|—/ 20 - exp(—)\a:) dx
0 0
2 2
= —-E(X)=—.
)\ ( ) )\2
it £(X?) = 2
Demnach gilt E(X*) = v und
2 1 1

Fiir die restlichen Verteilungen: UBUNG. ]
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Nun Abschatzung flr die Konzentration einer ZV um ihren Erwartungswert.

29. Satz Tschebyschev-Ungleichung
Fir X € £ounde > 0

1
=2
Beweis. Fir A := {|X — E(X)| > e} € Agilt

P{IX = E(X)| 2 ¢}) < = - Var(X)

e 14 < (X —E(X))* 14 < (X —E(X))*

Es folgt
e?- P(A) =¢*-E(14) < E(X —E(X))%
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30. Satz Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung
Far X, Y € £

[E(X - Y)| < VE(X?) - E(Y?).

Beweis. UBUNG ]
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