
6 Dichte-Schätzung

Problem: Gegeben: Daten x1, . . . , xn ∈ R als Resultate

”unabhängiger“ Wiederholungen eines Zufallsexperimentes.

Annahme: Einzelexperiment genügt absolutstetiger Verteilung.

Gesucht: Dichte der Verteilung für Einzelexperiment.

Hier die einfachste Methode: Approximation der Dichte durch

Treppenfunktion.
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Formale Beschreibung:

• (Xi)i∈N iid-ZVen auf (Ω, A, P ), X1 absolutstetig verteilt

mit unbekannter Dichte f := fX1
.

Jede dieser ZVen modelliert ein Einzelexperiment.

• Annahme: Daten x1, . . . , xn sind eine Realisierung der

ZVen X1, . . . , Xn, d.h. für ein ω ∈ Ω

x1 = X1(ω), . . . , xn = Xn(ω)
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Fixiere Folge (Ik)k∈Z von beschränkten Intervallen mit

• ⋃k∈Z
Ik = R,

• Ik ∩ I` = ∅ für k 6= `.

Definiere stückweise konstante Dichte f̃ : R → [0,∞[ durch

f̃(x) :=
∑

k∈Z

ck · 1Ik
(x)

mit

ck :=

∫
Ik

f(u) du

λ1(Ik)
=

P ({X1 ∈ Ik})
λ1(Ik)

.
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56. Beispiel N(0, 2), Intervalle der Länge eins.

Approximation der N(0,2)−Dichte
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57. Beispiel N(0, 2), Intervalle nicht-konstanter Länge.

Approximation der N(0,2)−Dichte
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58. Definition Histogramm fn(·; x1, . . . , xn) : R → [0,∞[

zu x1, . . . , xn ∈ R definiert durch

fn(x; x1, . . . , xn) :=
∑

k∈Z

cn,k(x1, . . . , xn) · 1Ik
(x)

mit

cn,k(x1, . . . , xn) :=
|{i ∈ {1, . . . , n} : xi ∈ Ik}|

n · λ1(Ik)
.

59. Beispiel PROJEKTOR

60. Bemerkung Histogramm fn(·; x1, . . . , xn) ist stückweise

konstante Dichte, die nur auf endlich-vielen Intervallen

ungleich null ist.
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61. Beispiel

Histogramm, n = 1000, Intervalle der Länge eins.

Histogramm, auf Basis von 1000 Realisierungen von iid N(0,2)−ZV
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62. Satz Für alle x ∈ R gilt für fast alle ω

lim
n→∞

fn(x; X1(ω), . . . , Xn(ω)) = f̃(x).

Verschärfung: fast sicher gleichmäßige Konvergenz.

Beweis. Sei x ∈ Ik. Für

Zi := 1Ik
(Xi)

gilt (Zi)i∈N iid mit Z1 ∼ B(1, p) für

p = P ({X1 ∈ Ik}) =

∫

Ik

f(u) du.

Wende Satz IV.7 an.
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63. Beispiel Vergleich der Schätzung aus Bsp. 61 mit der

Dichte und ihrer Approximation aus Bsp. 56.

Vergleich
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64. Beispiel Prognosefehler für Tagesumsätze in

Geldautomat, siehe Kapitel I.
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65. Bemerkung Fehler der Approximation von f durch f̃?

Setze δ := supk∈Z λ1(Ik). Dann

sup
x∈R

|f(x) − f̃(x)|

≤ sup{|f(s) − f(t)| : s, t ∈ R, |s − t| ≤ δ}.

Anwendbar, falls f gleichmäßig stetig, also speziell falls f

stetig und limx→∞ f(x) = limx→−∞ f(x) = 0.
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