6 Dichte-Schatzung

Problem: Gegeben: Daten x1, ..., x, € R als Resultate
,Junabhangiger Wiederholungen eines Zufallsexperimentes.
Annahme: Einzelexperiment genugt absolutstetiger Verteilung.

Gesucht: Dichte der Verteilung flr Einzelexperiment.

Hier die einfachste Methode: Approximation der Dichte durch

Treppenfunktion.
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Formale Beschreibung:

o (X;)icn iid-ZVen auf (2,2, P), X absolutstetig verteilt
mit unbekannter Dichte f := fx,.

Jede dieser ZVen modelliert ein Einzelexperiment.

e Annahme: Daten x1, ..., 2, sind eine Realisierung der
ZVen X1, ..., X, d.h. fireinw € ()

r1=X1(w),...,z, = Xp(w)
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Fixiere Folge (I} )rez von beschréankten Intervallen mit

¢ UkeZIk:R’
° [kﬂ[g:@fﬂrk#g.

~~

Definiere stiickweise konstante Dichte f : R — [0, co| durch

fl@):=) - 1(x)

keZ

mit

251/1



56. Beispiel N (0, 2), Intervalle der Lange eins.

Approximation der N(0,2)-Dichte
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57. Beispiel N (0, 2), Intervalle nicht-konstanter Lange.

Approximation der N(0,2)-Dichte
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58. Definition Histogramm f,(+; x1,...,x,) : R — [0, 00|

zu 1, ...,ZT, € R definiert durch
folx;xy, .. ) = Z Cn (X1, ... ) - 11 ()
keZ
mit
o il x).:]{’L’E{l,...,n}:ajiélk}]
nk\L1ly---y4Ln) - n)\l([k) .
59. Beispiel PROJEKTOR
60. Bemerkung Histogramm f,,(-; x1, ..., x,) ist stickweise

konstante Dichte, die nur auf endlich-vielen Intervallen

ungleich null ist.
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61. Beispiel

Histogramm, n = 1000, Intervalle der Lange eins.

Histogramm, auf Basis von 1000 Realisierungen von iid N(0,2)-ZV
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62. Satz Fir alle x € R gilt fir fast alle w

lim fn(xSXl(w)v s 7Xn(w)) — f(SL‘)

n—oo

Verscharfung: fast sicher gleichmaBige Konvergenz.

Beweis. Seix € ;.. Fir
Zz' L= 1Ik(Xz)

gilt (Z;)ien iid mit Z1 ~ B(1, p) fur

p=P{X:el}) = 1 f(u) du.

Wende Satz IV.7 an.

256/1



63. Beispiel Vergleich der Schatzung aus Bsp. 61 mit der

Dichte und inrer Approximation aus Bsp. 56.

Vergleich
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64. Beispiel Prognosefehler fir Tagesumsatze in

Geldautomat, siehe Kapitel |.

50 —

50 —

40 —

Haufigkeit

20 —

10 —

Wean = -10, 3265
I=tcl. Dew. =

5 | HO0E a9l

-10000,00 -S000,00 0,00 S000,00 10000,00
Fehler3
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65. Bemerkung Fehler der Approximation von f durch f?

Setze ¢ := supycy A1([;). Dann

~~

sup | f(z) — f(z)]

reR

< sup{|f(s) = f(t)| : s,t € R, |s — | < 6},

Anwendbar, falls f gleichmaBig stetig, also speziell falls f

stetig und lim,. . f(x) = lim,_,_ f(z) = 0.
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