3 Verteilungen

Im folgenden (€2, %A, P) Wrraum und X1,
Setze X = (X1,..., Xy) : Q — R4,

13. Lemma Aquivalent sind:

(i) Xq,..., Xy Zufallsvariablen
(i) VAeB,;: {XeAl e

Vgl. mit Lemma 11.39 im Fall d = 1.
Vgl. Begriff der MeBbarkeit von Abbildungen.

...,XdZQ%R.
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Beweis. (i) = (i)*

{Xi<e}={Xi<a}n[ {X; eR} = {X € A}
Vkal
fir A = R x ]—o00, ¢;] x R4 Da A abgeschlossen,
folgt A € B, und wg. (i) auch {X; < ¢;} € .
(i) = (ii)* Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-MeBbarkeit. []

Fortan X1, ..., X Zufallsvariablen; X heiBt dann auch
Zufallsvektor.

Zufallsvektoren dienen zur gemeinsamen Modellierung mehrerer Aspekte
eines Zufallsexperimentes; bisher etwa bei Unabhangigkeit von

Zufallsvariablen und in Bem IV.33. 2031



14. Satz
Px(A) =PH{X € A}), Ae‘B,

definiert WahrscheinlichkeitsmaB auf 8 .

Beweis. Klar: Px > 0und Px(R%) = P({X € R%}) = P(Q) = 1.
Fir Ay, Ag, ... € Bypd.und A = J.-, A, gilt
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15. Definition Px heiBt Verteilung von X. Im Falle d > 1
heiBt Px auch gemeinsame Verteilung von X1, ..., X und

Px,, ..., Px, heiBen (eindim.) Randverteilungen von X.

Viele Fragestellungen der Stochastik betreffen nicht die konkrete Gestalt
des zugrundeliegenden W’raumes und der betrachteten ZVen sondern nur

iIhre gemeinsame Verteilung. Bsp.: Unabhangigkeit, siehe Satz 21.
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16. Beispiel P Gleichverteilung auf 2 := {0, 1}?
(zweimaliger Miinzwurf) und X;(w) := wj.

Gemeinsame Verteilung von X7 und X5: fir A € Bs:

Px(A)=PH{X e AH) =|{weQ:we A}|/4
=|ANQ|/4

Randverteilungen: fur B € B:
Px,(B)=PH{X e BxR})={weQ:w € B} /4
= {w1 €{0,1} :wy € B}|/2=|BN{0,1}|/2

Analog Pyx,(B) = |BN{0,1}|/2.

Insbesondere: Py, = Px,, obwohl X; # Xo. 206/1



Jetzt X{(w) := wy und X7 (w) := wy. Randverteilungen:
Py, = Py, = Py, = Py,
Gemeinsame Verteilung: fir A € *Bo:
Px/(A)=P{X € A}) =|{w € Q: (w,w1) € A}|/4
= H{w' € {0,1} : (W', W) € A}|/2

Also Px # Px. Dies zeigt:

gemeinsame Verteilung ist durch die eindimensionalen

Randverteilungen nicht eindeutig bestimmt

Siehe jedoch Bem. 22.(i).
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17. Bemerkung Jedes W'maB P auf B ist Verteilung eines

Zufallsvektors: betrachte X (w) := w auf dem W’raum
(R, B4, P).

18. Definition X diskreter Zufallsvektor, falls

P({X € D}) = 1 fir eine abzéhlbare Menge D C RY.

Siehe Defi nition 11120 im Falle d = 1.

208/1



19. Bemerkung Berechnung der Verteilung Px diskreter
Zufallsvektoren X prinzipiell durch Summation der Funktion

R? — R, : 2 — P({X = x}). vgl. Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Genauer: fur X und D wie oben sowie A € *B; ergibt sich

wie auf Seite 190:

Px(A)=P{X € A})= » P{X =u}).

rceAND

Betrachte nochmals Bsp. 16.
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20. Beispiel P Gleichverteilung auf €2 := {1,.. ., 6}2

(zweimaliges Wirfeln) und
X1(w) = wy, Xo(w) := wy + ws.

Far
D::{:BE{I,...,G}X{2,...,12}

1 <x9—x1 <6}

gilt P({X € D}) = 1sowie P({X = x}) = 1/36 fur alle
x € D. Also

= ) PH{X=ua}) = o6 1AN DI

xcAND
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21. Satz (X1,..., X) genau dann unabhéngig, wenn

VAi,...,Aq € B :

P(ﬁ{xi <A - ﬁp({X@- c A},

—_— =Px, (4;)
::]?Xf(f11><“'><j4d)

kurz: gemeinsame Verteilung ist Produkt der Randverteilungen.
Beweis. ,<=" Klar.
,—> Siehe Irle (2001, p. 169). Teilaussage in Satz 11.46.

Hier Beweis unter der zusatzlichen Annahme, daf3
Xq,...,X, diskret.
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Wéhle abzahlbare Menge D C R mit
d

P({X € DY) = P(ﬂ{XZ- c D}) — 1.

i=1
Fir A = Ay x --- x A, folgt mit Satz 11.46 und Bem. 19:

P(N(X € A}) = PUX € 4D =3 P(X =3}

1=1 xre ANDA

= Y Y TIPUx =a

r1€AND rqg€A4ND 1=1

HP({Xz' c Ai})
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22. Bemerkung

(i) Falls Xq,...,.X;unabhéngig, so ist die gemeinsame
Verteilung Px eindeutig durch die Randverteilungen

Px,, ..., Px, bestimmt. Vgl. Modellierung in Kap. IIl.

Beweis. Verwende die Satze 9 und 21. []

(i) Diskrete ZVen X1, ..., X  sind genau dann unabhangig,

wenn

ve e R': P({X =z}) = || P({Xi = 2:}).

1=1

Beweis. ,="“ Siehe Satz 11.46 bzw. Satz 21. ,<=* Siehe Seite 212. o131



