Kap. V Verteilungen und
absolutstetige Zufallsvariablen

1. Die Borelsche o-Algebra in R?

Das d-dimensionale Lebesgue-MaB
. Verteilungen

Absolutstetige Zufallsvariablen

Verteilungsfunktionen

> o A W N

. Dichte-Schatzung
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Bisher rigoros studiert: diskrete ZVen, also

X :Q—Rmit P({X € D}) = 1 fureine
abzahlbare Menge D C .

Dann gilt fir alle M € 91, siehe Bsp. 11.38,

P{X eM})=PH{X e M}n{X € D})

:P(U{XEM}H{X:x})

xeD

=Y P{XeM}n{X =a})

xeD

S PUX =a})

xeMnND
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In diesem Kapitel insbesondere ZVen

X : ) — R mit
VreR: P{X =x})=0.

Bsp.: Wartezeit, Koordinaten von Pfeiltreffer auf Dartscheibe,

fehlerhafter MeBwert, . ..

FUr eine groBe Klasse solcher ZVen wird die Summation von x
P({X = x}) tber M N D durch die Integration einer geeigneten Funktion
x — fx(x) tber M ersetzt, also P({X € M}) = [, fx(x)dw.
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1 Die Borelsche o-Algebra in R?

1. Beispiel

stochastisc

(i) Q:=

Kontinuierliches ,Glucksrad®. Versuch einer

nen Modellierung:

0, 1| (Kreislinie der Lange 1)

(i) 2= P()
(i) W'maB P auf 2 mit folgenden Eigenschaften:
e P(la,b])) =b—afir0<a<b<1

e P(A) = P(B), falls B aus A durch ,Rotation®

hervorgeht
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Definiere fur w,w’ € [0, 1] und A C |0, 1]

WwhOW =w+w — |w+u,

whA={wda:ae Al
Frage: Existiert ein W'maB P auf (|0, 1]) mit
VAC|0,1[ Yw € [0,1]|: P(wd A) = P(A)?

Antwort: Nein.
Folglich gibt es keine ,Gleichverteilung® auf J3( |0, 1]).

Ausweg: betrachte kleinere o-Algebra.
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Beweisskizze. Sei () := QQ N Q. Betrachte Aquivalenzrelation
w~w s dgeR W =wdq

auf €2 und zugehdrige Aquivalenzklassen [r] = {w € Q : w ~ r}. Wahle

Reprasentantensystem 12 C €2 (Auswahlaxiom), d.h.

VwoeQ direR:welr|.

Es gilt fir ¢, g2 € @ mit ¢1 # @2

(1 ® R)N (g2 ® R) = 0.

SchlieBlich erfullt 2 mit obigen Eigenschaften

1=P(Q)=P(| Jg®R)=> P(q®R)=>)» P(R).

qeQ qeR) qeq)

Widerspruch.
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Im folgenden 2 #£ () und € C B(£2) sowie

A ={A CP(Q) : Ao-Algebra, € C A},

o(€):=(A={ACQ:VAE€A: AcU}.
AcA

Beachte, daB P3(€2) € A.
2. Lemma o (€) ist die kleinste o-Algebra, die & umfaBt, d.h.

(i) o(€&) ist o-Algebra,
(i) € C o(€),
(iiy VL € A : o(€) C .

Beweis. PROJEKTOR. ]
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3. Definition o (&) die von & erzeugte o-Algebra (in §2).

Vgl. erzeugter Untervektorraum.

4. Beispiel Fur (2 = {1,2,3,4}und € = {{1,2,3},{2}}
gilt

o (€)

0, {2}, {4}, {1,3},{2,4},{1,2,3},{1,3,4},Q}

{
{ACQ:{1,3} C Aoder{1,3} N A =0}
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5. Definition Fir d € N und
Dq:={0 C R : O offen}

heiBt B, := o(D,) die Borelsche o-Algebra in R?. Elemente
B € B, heiBen Borel-Mengen (in RY).

6. Beispiel
(i) A C R abgeschlossen = A € B, da A° offen
(i) M C B,
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7. Lemma

Ai,...,A; €8, = A x---x A; € *By.
Beweis. Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-o-Algebra. ]

8. Bemerkung Es gilt B, C PB(R?). Uns werden in dieser
Vorlesung jedoch keine Mengen aus ‘B(Rd)\%d begegnen.

Dazu auch Krengel (2003, p. 127).
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9. Satz Gilt

Vay,...,xqg € R: P(]—00,x1] X + -+ X |—00,2,])
= Q(]—00,z1] X -+ X |—00, 2y))
fiir WahrscheinlichkeitsmaBe P und () auf *B 4, so folgt

P=0Q.

Beweis. Siehe Irle (2001, p. 157). N
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