4 Diskrete Zufallsvariablen

Im folgenden X, X7, ... Zufallsvariablen auf (€2, 2, P).

20. Definition X diskrete Zufallsvariable, falls
P({X € D}) = 1 fir eine abzahlbare Menge D C R.

21. Bemerkung ({2, 2, P) diskret = X ({2) abzé&hlbar
= X diskret.

22. Beispiel Pfeiltreffer auf Dartscheibe, X Nummer des

getroffenen Sektors, siehe Beispiele 11.15 und 11.38.
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23. Lemma Diskrete ZVen X, X’ genau dann identisch

verteilt, wenn

vz eR: P{X =2}) = P({X' =z}).

Beweis. ,—“: Wende Satz 11.40 an.
~<~=":Betrachte D := X (2) U X'(£2") im Beweis in Bsp. 11.38 O

24. Definition X Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1],
fals P({X =1}) =pund P{X =0}) =1—p.
Bez.: X ~ B(1,p).
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25. Beispiel n gleichartige Produkte, voneinander

unabhangig
e mit Wahrscheinlichkeit p funktionstichtig
e mit Wahrscheinlichkeit 1 — p defekt.

Hierbei p € [0, 1], z.B. empirisch bestimmt als relative
Haufigkeit.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daB genau k£ Produkte
funktionstichtig sind.

Daraus durch Summation: W’keit, daB mindestens k Produkte

funktionstlchtig sind.
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Konkretes Modell: Produktexperiment mit €2; := {0, 1} und

D, falls w; = 1
filw;) ==

1 —p, fallsw; =0.

Also ) := {0, 1}" Menge der Produktionsergebnisse und fiir
w € ()

f(w) = fl(wl) T fn(wn)

Berechne bzgl. des ProduktmaBes F

P{weQ: Zw = k}).

85/1



Abstraktes Modell: X1, ..., X, iid mit X7 ~ B(1, p).
Im konkreten Modell: X;(w) = w;.

Anzahl funktionsttchtiger Produkte

Berechne
PH{X = k}).

Modellierung analog bei n-fachem Minzwurf oder n Geburten, X Anzahl

der geworfenen K bzw. Anzahl der weiblichen Neugeborenen.
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26. Satz Seien X1, ... X, iid mit X; ~ B(1, p). Ferner sei

1=1

Dann gilt fur k € {0,...,n}

Pax=m=(y) #a-t

27. Definition X binomialverteilt mit Parametern n € N und
p € |0, 1], falls (3) fur alle k € {0, ..., n} gil.
Bez.: X ~ B(n,p).
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Beweis von Satz 26. Es qilt
PH{(Xi1,...,X,) € {0,1}"}) = <ﬂ{x e {0, 1}})

= HP({XL- € {0,1}}) = 1.

Setze

n

A ={x€{0,1}": Zazz = k}.

1=1
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Damit folgt fir & € {0, ..., n}

PUX = k}) = P({X k0 | (X, X)) = x})

xe{0,1}m

= Y PHUX=kn{(X1,....X,) =12}

xe{0,1}"

= > [l PUXi =)

a:EAk izl
= |Ag] - p" - (1 —p)" "

= (Z) e (L=p) .
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28. Beispiel X ~ B(50,0.5)

X ~ B(50,0.5): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T T T T T

0.25 _

0.2 _

o
—_
1
I
|

0.1 — . ‘
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X ~ B(50,0.25)

X ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T T T T T

0.25 _

0.2 _

o
—_
1
I
|
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X ~ B(50,0.05)

X ~ B(50,0.05): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T T T T T

0.25 _

0219 —

o
—_
1
I
|

0.1 .

0.05- _
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29. Beispiel n Produkte, davon n defekt. Gesucht:

Wahrscheinlichkeit, daB bei Auswahl von k£ Produkten genau £
Produkte defekt.

Modell: Gleichverteilung P auf
Q:={K CN:|K|=k}
Berechne P(Ay) fur
Ay ={K € Q:|K NNyl =1},

wobei Ny C N fest gewéhlt mit | Ny| = ng, d.h. bestimme
‘Q‘ und ’Ag’
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Es gilt: |©2] = (7) und fir
¢ € {max(0,k — (n — ng)), ..., min(ng, k) },
daf3

‘Ad — ‘{(K())Kl) : K() C NO) ’KO‘ — ga
Ky C N\ No, |Ky| = k — £}]

()62
= (3) (5 6)

Also
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Hiermit auch die Wahrscheinlichkeit, beim Skat genau 3 Asse

ZU erhalten:

@) | (278)/ Gi) = 66/899 = 0,0734. ..
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Ausblick auf statistische Fragestellungen. Bekannt

e (Gesamtanzahl n der Produkte,

e StichprobengroBe k,

e Anzahl ¢ defekter Produkte in Stichprobe.
Unbekannt

e Gesamtanzahl ng defekter Produkte.
Aufgaben:

(i) Schatze ny

(i) Entscheide, ob ng/n < 0.02
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30. Definition X hypergeometrisch verteilt mit Parametern
neN,nyed{0,...,nh ke{l, ... ,n} fals

= (7) (D

¢ € {max(0,k — (n —ng)), ..., min(ng, k) }.

far

Bez.: X ~ H(n,ng, k).
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31. Beispiel X ~ H(100, 10, 20)

X ~ H(100,10,20): Wahrscheinlichkeitsfunktion

0.35

0.3
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0.2
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0.1
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xO0—e

N

~Ne

o] 2

©oe
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X ~ H(100, 25, 50) (rot), Y ~ B(50,0.25) (schwarz)

P({X=K}), P({Y=k})

X ~H(100,25,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen
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reoeoo008e® L L 262000000000000000000060000000000
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X ~ H(500,125,50), Y ~ B(50, 0.25)

X ~H(500,125,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T T T
0.15 .
e
®e
= :
3 ®
> ®
o
- 01 ® -
X s
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L
e
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co-eo-e0e ' ' 2000000000000 00000000000000000
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X ~ H(2000, 500, 50), Y ~ B(50, 0.25)

X ~ H(2000,500,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T T T
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Vermutung: Konvergenz. Bestatigung: UBUNG.
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32. Beispiel n unabhangige Wiurfe auf Dartscheibe. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daB im k-ten Wurf erstmals oberes
rechtes Viertel getroffen wird.

Abstraktes Modell: X1, ..., X, iid mit X7 ~ B(1, p), wobei

p = 1/4.
Zeitpunkt des ersten Treffers im oberen rechten Viertel:

inf{i € {1,...,n}: X;(w)=1},fals{...} #0
0, falls Vi : X;(w) =0

Th(w):=
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Fark € {1,..., n} gilt

(T, = k} = ({X: = 0} N {X; = 1},

also, unabhangig von n,

PUT, = kD) = [T PUX = 0)) - P({Xe = 1))
=(1-p)" " p.
Ebenso P({T, =0}) = (1 — p)", so daB

lim P({T,, = 0}) = 0.
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33. Definition X geometrisch verteilt mit Parameter

p €]0, 1], falls
VkeN:PU{X =k =p-(1—-p)*t

Bez.: X ~ G(p).
34. Bemerkung Sei p €10, 1]. Auf 2 := N definiert

flw):=p-(1-p)"

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. Auf dem zugehorigen
Wraum (€2, B(2), P) gilt X ~ G(p) fur

X(w) = w.
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35. Bemerkung Sei p €10, 1]. Furiid ZVen X1, X, ... mit
X1~ B(1,p) sei

Too(w) := inf{i € N: X;(w) =1}, falls{...} #0

0, falls Vi : X;(w) =0
Die Rechnung aus Bsp. 32 zeigt fur £ € N
P{Tw=k})=p-(1—p)",

so daB Ty, ~ G(p).
Beachte, daB P({1 =0}) =0,da)_ - P{Tw =k}) = 1.
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36. Bemerkung Frage: Gibt es einen W'raum (€2, 2(, P) und
darauf eine unendliche Folge X1, Xo, ... von iid ZVen mit
X1~ B(1,p)?

Antwort: Ja.

Beweis ist nicht-trivial.

Verwendet MaBtheorie, z.B. Existenz des Lebesgue-MaBes
auf [0, 1] fir den Fall p = 1/2.

Siehe Billingsley (1995), Probability and Measure, Seiten 1—4.
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Beachte, daB 2 := {0, 1}" tberabzahlbar. Fir w €  sei
Yow):=|{ie{l,...,n}:w; =1}
sowie

f(w) == lim p"™&). (1 —p)"— @),

n—oo

Im Falle p € ]0, 1] gilt fur alle w € €

f(w) =0.
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37. Satz Sei X,, ~ B(n,p,) mitp, € ]0, 1], und gelte
lim,, .o - p, = Afur A > 0. Dann

)\k
Vk e Ny: lim P({X, =k}) = exp(—2)

n—00 . E

Beweis. Furn > k

n 3 n—Fk
[ ] [ ] 1 — /”L
n-Pn\N k—1

AP mpaE (1 — 2 n — i
- (5 e e

1=0
—1 S—r

—exp(—\)



38. Definition X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, falls

)\k‘
Vk e Ng: PH{X =k}) =exp(—]) - T
Bez.: X ~ P(\).
39. Bemerkung In Satz 37: Approximation von B(n, p,,) durch P()\),
falls n ,groB“ und p,, Kklein“. Siehe Bsp. V1.6 zur Bedeutung von n - p,,.

Siehe Hesse (2003, p. 190—192) zur Approximationsgute.

Anwendung: Modellierung der Anzahl von
e Druckfehlern in Manuskript,
e Anrufen in Call-Center pro Tag,

e radioaktiven Zerfallen pro Zeiteinheit.
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X ~ P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mitn = 25 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=25 und p=\A/n (schwarz)
0.2
‘ I I I

0.18 n

0.16 -

0.14 -
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0.1 .
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X

a.0.08F .
0.06 | 8 -

0.04 - ]

0.02 -

111/1



X ~P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mitn = 100 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=100 und p=A/n (schwarz)
0.2 T T T T

0.18} S _
8 o

0.16 -

0.14} ® -

—0.12 -

K}, P({Y=K
o
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(fX
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X ~P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mit n = 500 (schwarz)

X: Poisson—verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial—verteilt mit n=500 und p=\A/n (schwarz)
0.2 T T T T

0.06

0.04

0.02
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