3 Elementare Kombinatorik

Abzahlung von endlichen Mengen zur Berechnung von

Wahrscheinlichkeiten (unter Gleichverteilungsannahme).
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Erinnerungn! :=1-...-nfirn € Nund 0! := 1, sowie

e Binomialkoeffizienten firn € Nound k € {0, ..., n}

ny n!
k) kl(n—k)
und Rekursionsformel fiir & #£ 0
n N n\y (n+1
k—1 k) k

e Binomischer Lehrsatz: fira,b € Rundn € N

(a+b)" = zn: (Z) ab pvh

k=0
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Im folgenden NV, Ny, ..., N endliche nicht-leere Mengen
und n := | N|.
12. Satz

Ny X ... X Np| = [Ny|-...- | Ny

13. Bemerkung Obiger Satzmit N = N; = ... = N;.:
Anzahl der Stichproben vom Umfang k£ aus der Menge N
unter Bericksichtigung der Reihenfolge mit Zurlcklegen
betragt nk.

Ebenso: Anzahl der Abbildungen {1,...,k} — N.
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Beweis von Satz 12. Induktion Uber k.

Firx € Niyq sei
Ay = {(wr,wa, .o, wWig1) € Ny XNy 10 = wpey
Dann A, N A, = () fir x # y sowie

N1><...><Nk_|_1: U Ax

ZCENk_|_1

Ferner, unter Verwendung der Induktionsannahme,
Ayl = [Ni X ... Ny| = | Ny| - ... | Ng.
Fazit

NI X XNt = ) [N XN | = [Nigga [ N1 [ NG,
CUENk+1
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14. Satz

{(wr,...,wi) € N wy, ..., wy paarw. verschieden }|

— (ni!k)!n-(n—l)---(n—k+1).

Fir k = n: Anzahl der Permutationen von NN ist n!

15. Bemerkung Obiger Satz: Anzahl der Stichproben vom
Umfang & aus der Menge N unter Berlcksichtigung der
Reihenfolge ohne Zuriicklegen betragt n!/(n — k)!
Ebenso: Anzahl der Injektionen {1,... k} — N
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Beweis von Satz'14. Seien2 < k+ 1 <nundx € N. Setze
Q = {(w1,...,wps1) € N**1 1wy, ..., wii1 paarw. verschieden}

und
A, ={w e Q : wry =}

Dann

Azl = {(w1, ..., wi) € (N\{z})" : wi,...,wy, paarw. verschieden}
=n-—-1)-n—-1-k+1)=n-1)----- (n — k).

Also
(n—1)-...-(n—k)-n

n!

(n— (k1 D)I°

Q)
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16. Beispiel ) := N* mit Gleichverteilung P. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daB in Stichprobe w € () mindestens

2 Komponenten Ubereinstimmen. Also
A={(w1,...,wp) €EQ:FN#7J: w =w,}.

Es gilt P(A) =1 — P(A°) und
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Fir n = 365 (Geburtstagszwillinge) ergibt sich

naherungsweise

4 16 22 23 40 64

P(A)| 0,016 0,284 0,476 0,507 0,891 0,997

Implizit angenommen: Geburtstage unabhangig und jeweils
gleichverteilt auf N = {1,...,365}, siehe Bsp. 8 und

Bem.

]

1.
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17. Satz Fir k € {0,...,n} gilt

(KN k=1 = ().

18. Bemerkung Obiger Satz: Anzahl der Stichproben vom
Umfang k& aus Menge /N ohne Berlicksichtigung der

Reihenfolge ohne Zurlcklegen.
Vergleich der Satze 14 und 17. Es qilt

(Z) M= (n i!k)!'

Interpretation: Teilmenge auswahlen und anordnen.
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Beweis von Satz 17. Induktion nach n = |N|.
Sei |[N'| = n + 1 € N. Die Behauptung gilt offenbar fir £ = 0 und

k=mn+1,alsofortan k € {1,...,n}.
Fixiere v € N/, setze N = N’ \ {x}. Dann folgt

{K'CN:|K|=k}=|{K'CN:|K'|=kAzeK'}
+{K'CN:|K'|=kNx ¢ K}
= {K CN:|K|=Fk—1}]
+|{K C N : |K| =k}

B (ki1)+(2) B <n21>
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19. Beispiel Lotto: Gleichverteilung auf
Q:={K C{1,...,49} : |[K| = 6}.

Also fir jedes w € ()

P({w}) = 1/(469) =7,15...-107%.
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