3 Reellwertige Zufallsvariablen

Oft interessiert man sich (nur) fir spezielle Aspekte eines

Zufallsexperimentes. Dazu betrachtet man Abbildungen
() — R.

Bezeichnung Indikatorfunktion 177 : V' — IR einer Teilmenge
U C V definiert durch

1, fallsx € U
0, fallsz ¢ U.

1(](213) .=
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32. Beispiel Anzahl Anrufe in Callcenter an Tagen 1, ..., n:

Q:=Nj :={(w1,...,wy) tw; €ENgfari =1,...,n}
N\
—Y

A= PO
e Anzahl Anrufe an Tag 7, X;(w) := w;
e Gesamtanzahl der Anrufe, X (w) := > 1| w;

e Wurde an Tag ¢ die Kapazitatsgrenze K Uberschritten?,
Yi(w) == Ligrr, y(wi)

e Anzahl der Tage, an denen Kapazitatsgrenze K
uberschritten, Y (w) := > " Tigr 1 (wi)
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33. Definition X : ) — R (reellwertige) Zufallsvariable (ZV)
(auf Wrraum (€2, 2, P)), falls

VieR: {weQ: X(w) <zx}e

Manchmal zugelassen: Funktionswerte =00. Vergleiche Topologie, stetige

Abbildung. Siehe auch Lemma 39 und Lemma V.13.

34. Bemerkung
e /Ven sind Abbildungen!

e Fir ZV sind die Wkeiten P({w € Q : X (w) < z})

definiert

e Im Falle 2 = P(£2) ist jede Abbildung €2 — R eine ZV
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Bezeichnung Kurzschreibweise
{XeB} ={weQ: X(w) € B}
fur Abbildung X : {2 — Rund B C R sowie
(X <z} ={weQ: X(w) <zx}={X €]-00,z|}
fir x € R. Analog mit ,=" usw.

Also Urbilder von Mengen: {X € B} = X !(B).
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35. Beispiel Callcenter
Q:=Ng, A=), Xi(w):=uw;.

Es gilt (Verknlpfung von ZVen)

X=X Yi=lign 1oX;, Y=Y
Gangige Schreibweise 1 4(X;) fur 14 o Xj.

Spezielle Ereignisse: Gesamtanzahl der Anrufe liegt zwischen
1000 und 2000, {1000 < X < 2000}, Kapazitatsgrenze K
wurde nie Uberschritten,

n

(X < K} =¥ =0} = {Y =0}

1=1
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36. Definition Verteilungsfunktion Fly : R — |0, 1] einer ZV
X auf (2,2, P) definiert durch

Fy(z) = P{X < z}).

Gleichheit von ZVen in folgendem schwachen Sinn.

37. Definition ZVen X auf (2,2, P) und X' auf

(Q, A", P") identisch verteilt, falls F'y = F'x.

38. Beispiel P Gleichverteilung auf €2 := {1,...,n} und
X (w) := w. Dann:

PUX = 2}) = 1/n, falsz €{1,...,n}

0, sonst
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Betrachte den W'raum (€2, 21’ P’) zur Modellierung von
Pfeiltreffer auf Dartscheibe, siehe Bsp. 15. Definiere
Ay =4(0,0)} und firx = 1, ..., n Sektoren:

A’ = {p(cosa,sina) : p €10,7],
a€llr—1)/n-2r,x/n- 27|}

Sei X'(w') der getroffene Sektor, d.h. X'(w') := x, falls

Ww e A . Dannfirz =1,...,n
P'({X"=z}) = P'(4;) = MA)/AMQ) = 1/n,

sowie P/({ X' =x}) =0firz € R\ {1,...,n}.
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Also: VreR: P{X =z}) = P{X' =z}).
Beh.: X und X' sind identisch verteilt.

Beweis. Firxz € R, M := |—oc,z|und D := {1,...,n}
PH{X <z})=P{XeM}n{X eD})
=S P{X € MY {X = y})

yeD

= > PUX =y}
yeMnND =P'({X'=y})

— P({X' < x}).

Siehe auch Lemma I11.23. Warnung! []
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Bezeichnung 91 := {M C R : M oder M® Intervall }
39. Lemma Frr jede Zufallsvariable X auf (€2, %A, P) gilt

VM eM: {(XeM} e
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Beweis. Seiena,b € R mita < b.

0.
1.

2.

Fir M = Rgit{X € M} =Q e L.

Fir M = |—o0, b] gilt { X € M} nach Def. einer ZV.
Fir M = |a, oo| gilt M = R\ |—00, al, also:
{(XeM}={X eR}\{X €]-00,a]} €A
Fir M = ]—o0,b[gilt M = | J>2, | —00,b — L], also:
{(XeM}=UZ{Xe|-00b-2]} e

. Fir M = |a, 00| git M =R\ |—00, al, also:

{(XeM}={X e R}\{X € ]-00,al} €

Beschrankte Intervalle sind Durchschnitte der unter 1.—4. betrachteten

Intervalle, und es gilt

{(Xelhnk}={XeL}n{X e L}
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Demnach gilt die Aussage fir alle Intervalle, unter Benutzung der Definition

der o-Algebra auch fir deren Komplemente. N
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40. Satz ZVen X auf (2,2, P) und X" auf (2,2, P')

genau dann identisch verteilt, wenn

VM eM: P{X e M}) =P ({X € M}).
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Beweis. Zu zeigen ist nur ,=“. Seien a,b € R mita < b.
1. Far M :=]a, b] qilt
P{X e M})=P{X < b} \{X <aj})
= P{X <b}) - P{X < a})
— P{X < b))~ P({X' <a}) = P{X € M})

2. Fur M :=]a,b[git M =J._, ]a,b — 1/n]. Also nach UBUNG
und 1.

P{X e M}) = (U{XG a b1/n]}>

= lim P ({X €la,b—1/n|})

n—oo

= lim P'({X' €a,b—1/n]}) = P'({X' € M}).

n—oo
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3. Fir M := {a} qilt

M = ﬂ]a—l/n,a+1/n[.

n=1

Also nach UBUNG und 2.

P({X € M}) = lim P({X €la—1/n,a+1/n[})
= lim P'({X' €a—1/n,a+1/n[})

n—aoeo

= P'({X' € MY).

Fur alle weiteren Typen von Mengen M € ) nutze man die o-Additivitat,

Additivitat und die Rechenregel fir Komplemente. []
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41. Bemerkung Gemaf Satz 40 bestimmt die
Verteilungsfunktion F'x die Wahrscheinlichkeiten
P({X € M}) fur M € 90 eindeutig. Siehe auch Satz V.55.

Im folgenden:
e [ :={1,...,n}oderl : =N
e (X;);cs Folge von ZVen auf (€2, 2, P)

42. Definition (X;);c identisch verteilt, falls fir alle ¢, j € |
die ZVen X; und X ; identisch verteilt.
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43. Definition (X, );c; unabhangig, falls fir jede Folge
(x;)ier in R gilt: ({X; < x;})ier unabhéngig.

44. Bemerkung Nach Definition aquivalent: fur alle endlichen
Mengen J C I mit |J| > 2 und Folgen (z;),cs in R gilt

P(ﬂ{Xj < ZUj}) =] PUX; <)),

j€d jeJ
45. Beispiel Zweimaliger Minzwurf, siehe Bsp. 27. Betrachte
firi = 1,2 die ZVen X;(w) 1= 1z (w;).
Beh.: X; und X sind unabhéngig und identisch verteilt.
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Beweis. Es gilt:

((Z) farxz < 0
L2 farx > 1

Also:
0 , fallsx <0

PH{X,;, <z}) = Cfalls 0 < x < 1

1
2
1 ,fallsz > 1

Insbesondere sind X7 und X identisch verteilt.
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FUr die Unabhangigkeit ist noch zu zeigen:
PHX: <z pn{Xy < mo}) = P{Xy < @})- P({ X2 < xa}) (1)

Klar: (1) gilt, falls z; < 0,29 < 0,21 > 1 oder x5 > 1. Firx; € [0, 1]
gilt:
1
P{X1 <z} N{Xy <mo}) = PH{(K,K)}) = 1

= P{X; <x1}) - P{Xs < x2})
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46. Satz (X;);cn genau dann unabhéngig, wenn

Vne NVMy, ..., M, €IM:
P(ﬂ{Xj < Mj}) = [ PUX; € M}).
j=1 j=1

Analog fur [ := {1, e ,n}. Siehe auch Satz V.21.

Beweis. TUTORIUM ]

Stochastische Modelle beruhen sehr haufig auf einer unabhangigen Folge
von identisch verteilten ZVen. Abklrzung: iid far independent and

identically distributed.

57/1



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

