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Kap.| Stochastische
Modellierung und optimale
Beschickung von Cash Points

Als motivierendes Beispiel. PROJEKTOR
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Kap. Il Stochastische Modelle

1. Wahrscheinlichkeitsraume
2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

3. Reellwertige Zufallsvariablen

51



Mathematisches Modell fir zufalliges Phanomen:

e \Wahrscheinlichkeitsraum
- Ergebnisraum
- Ereignisraum

- Wahrscheinlichkeitsmalf3
e Zufallsvariablen
In den Kapiteln [1-VI:
e allgemeine Begriffsbildung und Konstruktionen
e konkrete Modelle

e Analyse und Simulation stochastischer Modelle
6/1



1 Wahrscheinlichkeitsraume

Ergebnisraum {2 ist nicht-leere Menge, Elemente w € §) sind

die moglichen Ergebnisse des Zufallsexperimentes.
1. Beispiel

e Wirfeln, Q :={1,...,6}

e Anzahl Anrufe in Callcenter, () := Nj

e Wartezeit bei Anruf, 2 := R, := [0, 00|

e Verlauf eines Aktienkurses, ) := C', (|0, 1]) Menge der

nicht-negativen stetigen Funktionen auf |0, 1]
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Fur gewisse Teilmengen A C (2, genannt Ereignisse, definiert
man die Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens (w € A).

Ereignisraum £l ist die Menge aller Ereignisse in ).
2. Beispiel
e Wirfeln, Ergebnis ist gerade Zahl, A := {2,4,6}

e Anzahl Anrufe in Callcenter, Kapazitatsgrenze K nicht
lberschritten, A := {0, ..., K}

e Wartezeit bei Anruf, Wartezeit liegt zwischen 1 und 2
(Minuten), A := [1, 2]
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e \erlauf eines Aktienkurses, Kurs weicht von Anfangswert

um nicht mehr als 1 (Euro) ab,
A= {w € C4([0,1]) : supgeyeq [w(0) — w(t)] < 1}
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Mengentheoretische Operationen mit Ereignissen.

3. Beispiel
e Ereignis A oder Ereignis B tritt ein, AU B
e Ereignis A und Ereignis B treten ein, AN B
e Ereignis A tritt nicht ein, A°:=Q \ A

e (mindestens) eines der Ereignisse A1, Ao, . .. tritt ein,
O
Uz':l A;
e alle Ereignisse Ay, Ay, ... tretenein, .-, A4;

Forderung: obige Operationen liefern wieder Ereignisse.

Dazu Begriff der o-Algebra.
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Bezeichnung P3({2) Potenzmenge von §2 (Menge aller
U| Machtigkeit (Anzahl der Elemente)

Teilmengen von §)),

einer endlichen Menge U..

4. Beispiel Munzwurf, ) := {Z, K},

SI;(Q) — {@7 {Z}v {K}v {27 K}} :

Beachte Z ¢ P(2), aber {Z} € P(12).
5. Bemerkung Falls {) endlich,

B =2
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Beweis. Durch Induktion ber n := |€)|.
Verankerung: [Q)| = 0, also 2 = (und |B(2)| = [{D}| = 1.
Induktionsschritt: |{2| = n 4+ 1 > 1. Fixiere w* € 2. Dann

PBE) =RACQ:w" € A+ RAC QW™ ¢ AJ
= 2" 4 2" = 2"t
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6. Definition 2 C P ({2) o-Algebra (in 2), falls:
(i) Qe

(i) Ac A= A°c

(i) Ay, Ag,...eA =2 A e

Vgl. Topologie: Menge © der offenen Teilmengen von €2, z.B. ) := R<.

Forderung: Ereignisraum ist o-Algebra.

7. Bemerkung In der Regel betrachtet man 2{ := J3(€2), falls
() abzahlbar. Nicht so, falls {2 tGiberabzahlbar, siehe Kapitel V.
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8. Lemma Fiir jede o-Algebra 2l gilt:

(i) 0 e

(i) A BeA=AUB, ANB,A\ BeX,
(i) Ay, Ag,...e A= A e
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Beweis.
(i) @ = Q° € A nach Def. 6.(i), (ii).

(i) AUB=AUBUQUDU..., verwende (i) und Def. 6.(iii).
AN B = (A°U B°)®, verwende Def. 6.(ii) und A°U B° € 2.
A\ B = AN B°, wie zuvor.

(i) Nmy Ai = (U,=; AS)® € A nach Def. 6.(ii), (iii).
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Bezeichnung Mengen A, As, ... paarweise disjunkt (p.d.),
falls A; N A; = D firi # j.

Im folgenden 2l o-Algebra in nicht-leerer Menge (2, z.B.

() := Ny und 2 := P(Q).
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Zuordung von Wahrscheinlichkeiten P(A) zu den einzelnen

Ereignissen A € %l. Dabei folgende Vorstellung:

e bei ,groBer® Anzahl von ,unabhangigen® Wiederholungen
des Zufallsexperimentes liegt die relative Haufigkeit des
Eintretens von Ereignis A ,nahe* bei P(A).

9. Definition P : 2 — [0, 1] WahrscheinlichkeitsmaB oder
Wahrscheinlichkeitsverteilung (auf 1), falls:
(i) P(Q) =1
(i) Ay, Ag,...€Apd. = P (U2 A) =>." P(A)
(o-Additivitat)

Genauer: ... = >~ P(A;) (absolut) konvergent und .. (71



10. Beispiel () endlich, Laplace-Annahme
P(A) = |Al/|Q], A C Q).
Speziell fur jedes w € (2

P({wy) = 1/]9.

Beh.: P WahrscheinlichkeitsmaB auf 2 := J3(€2), genannt

Gleichverteilung auf (2.

18/1



Beweis. Offensichtlich gilt 0 < P(A) < 1und P(Q2) = 1.
Fur Ay, As. ... C Q p.d. (notwendig: A; = () bis auf endlich viele 7) gilt

LAl =) A
1=1 1=1

Dies zeigt die o-Additivitat. N
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11. Definition (€2, 2, P) Wahrscheinlichkeitsraum, falls €2
nicht-leere Menge, 21 o-Algebra in {2 und P W’maB auf 2.

12. Beispiel Stochastisches Modell fur einmaliges Warfeln:
Wraum (€2, 2L, P) mit:

iy Q:={1,...,6}
(i) 2 = P(2)
(iii) P Gleichverteilung auf €2
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13. Beispiel Stochastisches Modell fir Geschlecht eines

Neugeborenen: Wahrscheinlichkeitraum (€2, %A, P) mit:
(i) Q:={W, M}
(i) 2= P(2)
(iii)y P definiert durch P({W}) := 0, 4863.
Letzteres empirisch ermittelt als relative Haufigkeit unter

den 25 171 123 Lebendgeburten in D in den Jahren
1970-1999. Siehe Hesse (2003, p. 23).
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14. Beispiel Hard core model der Physik, Gleichverteilung auf
sehr groBBer Menge ,unbekannter* Machtigkeit.

PROJEKTOR
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15. Beispiel (Fragwirdiges) stochastisches Modell fir

Pfeiltreffer auf Dartscheibe mit Radius r > 0O:

(i) Q:={(z,y) € R? : 2* + ¢* < r?}
™
(i) 2l eine ,o-Algebra in {2, deren Elementen ein

‘Flacheninhalt’ A(A) zugeordnet werden kann®, siehe
Kapitel V.1.

(i) P(A) := X(A)/(7wr?)

Beachte: P({w}) = O furalle w € €.
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Im folgenden stets (€2, 24, P) W'raum.

16. Satz Rechenregeln fur WmaBe
Fur A, B € U gilt:

i) ANB=(0= P(AUB) = P(A) + P(B)
(Additivitat)

i AC B= P(B)=P(A)+ P(B\ A)
(i) A C B = P(A) < P(B) (Monotonie)
(iv) P(A°) =1— P(A)

vy PLAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANn B)
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Beweis. Seien A, B C ().

(i) Gelte AN B = (). Dann gilt
AUB=AUJUBUQUD...mitp.d. Mengen, und somit
P(AUB)=P(A)+ P(B)+ X,P(0) < oc.

Es folgt P(()) = 0 und die Behauptung.

(i) Gelte A C B.Dann B = AU (B \ A).Da Aund B \ A disjunkt,

folgt P(B) = P(A) + P(B\ A).
(i) Verwende (i) und P(B \ A) > 0.
(iv) Verwende (ii) mit B = €2, also P(B) = 1.

(v) Verwende AUB =AU (B\A)und B\ A=B\(ANB).
Somit AN (B\(ANB))=0, AN B C B, und (i), (i) liefern
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANn B).
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

Betrachte W'raum (€2, 2(, P). Ubergang zu neuem W’'maB,

falls bekannt, daBB B eingetreten.

17. Definition Fir A, B € A mit P(B) > 0 heiBt

P(AN B)
P(B)

P(A|B) :=

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

18. Bemerkung P (- | B) ist ein W'maB auf 2 mit
P(B| B) = 1. ,Restriktion* auf B und Normierung.
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19. Beispiel Fur Gleichverteilung P auf endlicher Menge 2,

)4 B C QundA C Qqgilt

yAmB|

P(A|B) = =g

d.h. P(A | B) ist relativer Anteil von Elementen aus A in B.

,Gleichverteilung” auf B.

20. Beispiel Einmaliges Wirfeln (wie Ublich modelliert) und
B :={1,5,6}. Dann

, falsw e b

, fallsw & B.

Pwy|B) =

O W =
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21. Beispiel 2 weif3e (1, 2) und 3 schwarze (3, 4, 5) Kugeln,
ziehe 2 Kugeln ohne Zuricklegen. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daf3 die 2. Kugel schwarz, falls die

1. Kugel weiB. Modell: Gleichverteilung auf

() := {(wl,wg) ~ {1, .. .,5}2 D W1 # wg}.

Far A= {(wl,wg) c:wy > 3},
B = {(w,ws) € Q:wy <2}

gilt (wie erwartet)

ANB|

P(A|B) = =5

oo | O
=~ 9
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22, Satz Fur p.d. Mengen By, ..., B, € A mit P(B;) > 0
fur alle 4 und | J;—_, B; = € gilt fir jedes A € 2 die Formel

von der totalen Wahrscheinlichkeit,
P(A) = ZP(A\Bz') - P(B;),
i=1

und, falls P(A) > 0, die Formel von Bayes,

P(A|B;) - P(B;)
> i1 P(A|B;) - P(Bj)

j=1

P(Bz'\A):

Analog fUr abzahlbar viele Mengen B;, 1 € N.
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Beweis. Totale Wahrscheinlichkeit: Es gilt

n

A={]JAnB)

1=1

mit p.d. Mengen A N B;. Somit folgt

P(4) =3 P(ANB) =Y P(A| B) - P(B).

1=1

Formel von Bayes: Es gilt fur jedes ¢ € {1,...,n}

P(BinA) P(B;) P(A|B;)- P(B;)

PO =" By~ P

Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Formel von der totalen
Wahrscheinlichkeit.
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23. Beispiel Situation:

e 3 Maschinen,z =1,2.3

e Anteil an Tagesproduktion, ; = 60%, 30%, 10%

e Anteil defekter Produkte pro Maschine, d; = 1%, 2%, 3%
Fragen:

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufallig gewahltes
Produkt defekt?

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein defektes

Produkt von Maschine 1?
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Modell:

(i) :={(1,+),(1,—),(2,4),(2,-),(3,+),(3, =)}
(i) A :=P(N)

(iii) P definiert durch

P({Z, —}) =T di, P({Z, —|—}) =T; " (1 — dz)

Far D = {(17 _)7 (27 _)7 (37 _)}7 M; = {(Za _I_)v (iv _)}

i d;
P(M))=r, PD|M)=""""—4g,

T;

Haufig wie in diesem Beispiel: Modellierung durch Vorgabe

bedingter Wahrscheinlichkeiten, etwa bei Markov-Ketten. 301



Man erhalt

P(D) :d1T1—|—d27’2—|—d3T3:2—30

und
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24. Definition A, B € %l unabhangig, falls
P(ANnB)=P(A)- P(B).
25. Bemerkung Falls P(B) > 0:

A, B unabhéngig < P(A|B) = P(A).
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26. Beispiel Einmaliges Wirfeln (wie tGblich modelliert)
B:=1{1,2,3,4}, A;:={2,4,6}, Ay :={1}.

Dann gilt

1 1
P(Al\B)=§> P(Al):§»

d.h. A;, B unabhéngig. Ferner gilt

1 1
P(Az\B)ZZ, P(A2)=6>

d.h. Ay, B nicht unabhéngig.
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27. Beispiel Zweimaliger Wurf einer fairen MUnze,
0 :={(2,2),(Z,K), (K, 2), (K,K)},
A = P(£2) und P Gleichverteilung auf €2. Betrachte:

A= {(2,2), (ZK)} 1. wurZ
Ay = {(Z, K), (K, K)} 2. Wurf K
Ag = {(Z, K), (K, Z)} Wiirfe verschieden

Es gilt |A;| = 2und |A; N A;| = 1furi # 3. Also:

Al, AQ unabh., Al, Ag unabh., AQ, Ag unabh.
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Im folgenden [ :={1,...,n} oder [ := N.

28. Definition Folge (A;);c; von Ereignissen unabhangig,
falls fur jede endliche Menge () 4 J C [ gilt

P(ﬂ Aj) =11 P4,
jed jed
Spezialfall |I| = |J| = 2 in Defi nition24.

29. Bemerkung Falls (A;);c; unabhangig, so folgt die

paarweise Unabhangigkeit
Vi1,52 € 1, j1 # 72+ Aj,, Aj, unabhangig.

Umkehrung ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.
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30. Beispiel Zweimaliger Wurf einer fairen Miinze, siehe

Bsp. 27. Ereignisse A7, Ao, A3 nicht unabhangig, da
‘AlﬂAzﬂA3’ — 1

Alternativ: P(A3|A; N Ay) = 1, aber P(A3) = 1/2, siehe Bem. 31.
31. Bemerkung Gelte P(A;) > Ofurallez € I. Dann

(A;)icr unabhangig, gdw. fir alle ) # Jq, Jo C I endlich mit
Jl M JQ — @:

P(ﬂ Anl () Aj2> :p(ﬂ Aj1>
J1€51 J2€J2 J1€J51

Beweis. UBUNG M:G4, WInf:H6 ]
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3 Reellwertige Zufallsvariablen

Oft interessiert man sich (nur) fur spezielle Aspekte eines

Zufallsexperimentes. Dazu betrachtet man Abbildungen
() — R.

Bezeichnung Indikatorfunktion 17 : V' — IR einer Teilmenge
U C V definiert durch

1, fallsx € U
0, fallsz ¢ U.

1(](33) .=

39/1



32. Beispiel Anzahl Anrufe in Callcenteran Tagen 1., . ... n:

Q:=Nj ={(wy,...,wn) rw; €Ngfari =1,...,n}
A~
=W

A = P(Q)

e Anzahl Anrufe an Tag i, X;(w) := w;

n

e Gesamtanzahl der Anrufe, X (w) 1= > ._; w;

e Wurde an Tag 7 die Kapazitatsgrenze /K Uberschritten?,
Yi(w) = Ligqr,.y(wi)

e Anzahl der Tage, an denen Kapazitatsgrenze K
uberschritten, Y (w) == > " | Lrgi1, 1 (wi)
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33. Definition X : {2 — R (reellwertige) Zufallsvariable (ZV)
(auf Wraum (€2, 21, P)), falls

VieR: {we: X(w)<z}el

Manchmal zugelassen: Funktionswerte +=00. Vergleiche Topologie, stetige

Abbildung. Siehe auch Lemma 39 und Lemma V.13.

34. Bemerkung
e /Ven sind Abbildungen!

e Fir ZV sind die Wkeiten P({w € Q2 : X(w) < x})

definiert

e Im Falle 2 = P(€2) ist jede Abbildung {2 — R eine ZV
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Bezeichnung Kurzschreibweise
{XeB} ={weQ: X(w) e B}
fur Abbildung X : {2 — R und B C R sowie
(X <z} ={we: X(w) <z} ={X €|—00, 2|}
fir x € R. Analog mit ,=* usw.

Also Urbilder von Mengen: {X € B} = X !(B).
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35. Beispiel Callcenter
Q:=Nj, 2:=9B(Q), Xj(w):=uw;.

Es gilt (Verknlpfung von ZVen)

X=>",X,, Yi=Lgy 1oX; Y=Y
Gangige Schreibweise 1 4(X;) fir 14 o Xj.

Spezielle Ereignisse: Gesamtanzahl der Anrufe liegt zwischen
1000 und 2000, {1000 < X < 2000}, Kapazitatsgrenze K
wurde nie Uberschritten,

n

(WG <K} =[|{Yi =0} = {¥ =0}

1=1
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36. Definition Verteilungsfunktion F'x : R — |0, 1] einer ZV
X auf (£2,2A, P) definiert durch

Fx(x):= P{X < z}).

Gleichheit von ZVen in folgendem schwachen Sinn.

37. Definition ZVen X auf (€2, %2, P) und X' auf

(Q, A" P") identisch verteilt, falls F'y = Fy.

38. Beispiel P Gleichverteilung auf €2 := {1,...,n} und
X (w) := w. Dann:

PU(X = o) — 1/n, falsxz € {1,...,n}

0, sonst
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Betrachte den Wraum (2, 21", P") zur Modellierung von
Pteiltreffer auf Dartscheibe, siehe Bsp. 15. Definiere
Ay =4(0,0)} und firx = 1,...,n Sektoren:

A = {p(cosa,sina) : p €]0,7r],
a€llr—1)/n-2r,2/n- 27|}

Sei X'(w') der getroffene Sektor, d.h. X'(w') := x, falls

wWw e A . Dannfirx =1,...,n
P'({X'=z}) = P'(4,) = MA)/MQ) = 1/n,

sowie P'({X' =x})=0fuirx e R\ {1,...,n}.
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Also: VreR: P{X =x}) =P ({X ==z}
Beh.: X und X' sind identisch verteilt.

Beweis. Firx € R, M :=|—o0,z]und D :={1,...,n}
PHX <z})=PH{X eM}n{X e D}
=) PXeM}yn{X =y}

yeD

= ) P{X =y}
VEMOD —pr({x=y})
= P({X" < x}),

Siehe auch Lemma I11.23. Warnung! []
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Bezeichnung 91 := {M C R : M oder M°® Intervall }
39. Lemma Fir jede Zufallsvariable X auf (2,2, P) gilt

VM eM: {X e M} e
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Beweis. Seiena,b € R mita < b.

0.
1.

2.

Fir M = Rgilt{X € M} =Q e 2.
Fir M = |—o0, b gilt { X € M} nach Def. einer ZV.

Fir M = |a, o0| gilt M =R\ |—00, al, also:
{(XeM}={X e R}\{X € ]-0,a]} €

Fir M = ]—o0, b git M = [J,;—, | —00,b — =], also:
{(XeM}=Ur {Xe€]|-0,b—=|} e

Fir M = |a, 00| gilt M =R\ |—00, al, also:

{(XeM}={X e R}I\ {X € ]|—00,al} € L.

Beschrankte Intervalle sind Durchschnitte der unter 1.—4. betrachteten

Intervalle, und es qilt

{(Xehnk}={XeL}n{X e L}
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Demnach qilt die Aussage fur alle Intervalle, unter Benutzung der Defi nition

der o-Algebra auch fur deren Komplemente. N
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40. Satz ZVen X auf (2,2, P) und X" auf (2, A", P")

genau dann identisch verteilt, wenn

VM eM: P{X € M}) = P'({X' € M}).
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Beweis. Zu zeigen ist nur ,=“. Seien a,b € R mita < .
1. Far M = |a, b] gilt
P{X e M})=PHX <bj\{X <a})
= P{X <b}) - P{X < a})
— P{X' <b}) - P({X' <a}) = P{X' € M}).

2. Fur M :=a,b[git M =J,_, ]a,b — 1/n]. Also nach UBUNG
M:G2 und 1.)

P{X e M}) = (U{Xe a b—l/n]})

= lim P({X € la,b—1/nl|})

= lim P'({X’ €]a,b—1/n]}) = P'({X" € M}).
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3. Fur M := {a} qilt

M = ﬂ]a—l/n,aJrl/n[.

n=1

Also nach UBUNG M:G2 und 2.)

P({X € M}) = lim P({X €]a—1/n,a+1/n[})
= lim P’ ({X' €]a—1/n,a+1/n[})

— P'({X' € MY).

Fur alle weiteren Typen von Mengen M € 91 nutze man die o-Additivitat,

Additivitat und die Rechenregel fur Komplemente. [
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41. Bemerkung Gemal Satz 40 bestimmt die
Verteilungsfunktion F'x die Wahrscheinlichkeiten
P({X < M}) far M € 9 eindeutig. Siehe auch Satz V.55.

42. Definition Familie (X;);c; von ZVen identisch verteilt,
falls fr alle ¢, 7 € [ die ZVen X; und X ; identisch verteilt.

Im folgenden:
e [ :={1,... ntoderl :=N
e (X;);cs Folge von ZVen auf (2,2, P)
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43. Definition (X;);c; unabhangig, falls fiir jede Folge
(x;)ier in R gilt: ({X; < x;});er unabhangig.

44. Bemerkung Nach Definition aquivalent: fur alle endlichen
Mengen J C I mit |.J| > 2 und Folgen () e in R gilt

P(ﬂ{ngxj}) []Pdx; <z}

j€d jed

45. Beispiel Zweimaliger Munzwurf, siehe Bsp. 27. Betrachte
fri = 1,2 die ZVen X;(w) 1= 1izy(w;).
Beh.: X; und Xy sind unabhangig und identisch verteilt.
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Beweis. Es qilt:

) furxz < 0
{X; <z}= fweQ:w,=K} fir0<z<1
() farxz > 1

Also:

(0 fallsz <0

PH{X; <z}) =« Cfalls0 <z < 1

1
2
|1, fallsx > 1

Insbesondere sind X und X5 identisch verteilt.
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FUr die Unabhangigkeit ist noch zu zeigen:
PHX; <x1}n{Xe < a}) = PH{X1 < 21}) - P{X2 < 22}) (1)

Klar: (1) gilt, falls z1 < 0,9 < 0,27 > 1 oder x5 > 1. Fir x; € [0, 1]
gilt:
1
P({X1 = 2} N S 22)) = PU(K, K)}) = 7

= P({X; < m1}) - P({X2 < 22})
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46. Satz (X );cn genau dann unabhangig, wenn

Vne NVMy, ..., M, €9 :
P(Q{Xj < Mj}) =[] PEX; € My}).
j=1 g=1

Analog fur I := {1, ..., n}. Siehe auch Satz V.21.

Beweis. TUTORIUM T1:2 []

Stochastische Modelle beruhen sehr haufi g auf einer unabhangigen Folge
von identisch verteilten ZVen. AbkUrzung: iid fr independent and

identically distributed.
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Kap. Il Diskrete
Wahrscheinlichkeitsraume und
diskrete Zufallsvariablen

1. Wahrscheinlichkeitsfunktionen
2. Elementare Kombinatorik
3. Produktraume

4. Diskrete Zufallsvariablen
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In diesem Kapitel

stochastische Modelle flr Zufallsexperimente, bei
denen die Menge der moglichen Ausgange abzahlbar

ISt.
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1 Wahrscheinlichkeitsfunktionen

1. Definition (2,2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
falls € abzahlbar und 2l = P(€2).

In diesem Abschnitt {2 und 2l wie oben. Erste Frage:

Konstruktion von WahrscheinlichkeitsmaBen auf 2(?

2. Definition f : {) — R, Wahrscheinlichkeitsfunktion (auf

(2), falls
> flw)=1.

wel)
Interpretation: Punktmassen f(w). Graphische Darstellung:

Stabdiagramm.
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3. Satz W'mafBe und W’funktionen

(i) Jede Wahrscheinlichkeitsfunktion f : {2 — IR definiert
durch

P(A):=Y fw)., Ace

wEA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf %I, und es gilt

flw)=PQ{w}), wel. (2

(i) Fur jedes WahrscheinlichkeitsmaB P auf 2l definiert (2)

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion f auf {2, und es gilt (1) .
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Beweis. Ad (i): Offenbar gilt P(A) € [0, 1] und P(2) = 1.
Ferner gilt fir A := .~ A; mit p.d. Mengen A; C ()

P(A)=) flw)=)_ > flw=) P(A),
weEA 1=1 weA; 1=1

ggf. aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihen.
Ad (ii): klar. ]
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Modellierung durch Wahl von f. Siehe bereits Bsp. 11.13 und
11.23. Dazu:

e kombinatorische Methoden, oft ausgehend von

Gleichverteilungsannahmen
e statistische Schatzung, siehe bereits Bsp. 11.13

4. Beispiel Gleichverteilung auf endlicher Menge {2 entspricht

der Wahrscheinlichkeitsfunktion
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2 Elementare Kombinatorik

Abzahlung von endlichen Mengen zur Berechnung von

Wahrscheinlichkeiten (unter Gleichverteilungsannahme).

64/1



Erinnerungn! :=1-...-nfirn € Nund 0! := 1, sowie

e Binomialkoeffizienten fir n € Nound k& € {0,...,n}

(Z) :: k!(nni k)!

und Rekursionsformel fiir £ # 0

() () - (")

e Binomischer Lehrsatz: fira,b € Rund n € N

(a+b)" = zn: (Z) ab ph

k=0
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Im folgenden IV, Vq, ..., IV, endliche nicht-leere Mengen
und n := | N|.
5. Satz

Ny X ... X Ni| = |Ny|-... | Ny

6. Bemerkung Obiger Satzmit N = Ny = ... = Ng:
Anzahl der Stichproben vom Umfang k aus der Menge [V
unter BerUcksichtigung der Reihenfolge mit Zurtcklegen
betragt nk.

Ebenso: Anzahl der Abbildungen {1, ..., k} — N.
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Beweis von Satz 5. Induktion ber k.

Firx € Njyq sei

Ay = {(W17W27 o Wet1) ENp X X Njyg 12 = Wk+1}°

Dann A, N A, = 0 fur x # y sowie

le...XNk_|_1: U Ax

meNk+1

Ferner, unter Verwendung der Induktionsannahme,
Ayl =Ny X . N = | Ny| - ... - [ NG

Fazit

Noxeo sVt = 3 [Ny x Nil = |Nesa N -

wENk;_|_1
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7. Satz

{(wi, ... ,wg) € N wi, ... ws paarw. verschieden }|

= (ni!k)! =n-n—1)---(n—k+1).

Fir k = n: Anzahl der Permutationen von [V ist n!

8. Bemerkung Obiger Satz: Anzahl der Stichproben vom
Umfang £ aus der Menge /N unter Berlicksichtigung der
Reihenfolge ohne Zurlicklegen betragt n!/(n — k)!
Ebenso: Anzahl der Injektionen {1,...,k} — N
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Beweis von Satz 7. Seien2 < k+ 1 <nundx € N. Setze
Q= {(w1,...,wrr1) € N*1 i, ..., w1 paarw. verschieden}

und
A, ={w e w1 =2a}.

Dann

Azl = (w1, ..., wi) € (N\{z}))* : w1, ...,ws paarw. verschieden}|
=n—-1)----- m—1—-k+1)=mn-1)-----(n—Fk).

Also
Q =(n—=1)-...-(n—k)-n

n!

(n—(k+1))!"
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9. Beispiel () := N* mit Gleichverteilung P. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daB in Stichprobe w € () mindestens

2 Komponenten Ubereinstimmen. Also
A={(w1,...,wp) €EQ: TN #Jj:w =wj}.
Esgilt P(A) =1 — P(A°) und

oA n! n-..oo(n—(k—1))

:1-(1—%)....-(1 kgl)

701



Fir n = 365 (Geburtstagszwillinge) ergibt sich

naherungsweise

k 4 16 22 23 40 64
P(A)| 0,016 0,284 0,476 0,507 0,891 0,997

Implizit angenommen: Geburtstage unabhangig und jeweils gleichverteilt

auf N = {1,...,365}, siehe Bsp. 16 und Bem. 19.
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10. Satz Fur k € {0, ..., n} gilt

(K Nkl =1 = ().

11. Bemerkung Obiger Satz: Anzahl der Stichproben vom
Umfang k& aus Menge /N ohne Berlicksichtigung der

Reihenfolge ohne Zurlcklegen.
Vergleich der Satze 7 und 10. Es gilt

(Z) = (n i!/-C)!'

Interpretation: Teilmenge auswahlen und anordnen.
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Beweis von Satz 10. Induktion nach n = |N|.

Sei |[N'| = n + 1 € N. Die Behauptung gilt offenbar fur £ = 0 und
k=n+1,asofortank € {1,...,n}.

Fixiere z € N', setze N = N’ \ {z}. Dann folgt

{K'CN K| =kY =|{K' CN:|K'|=kAzec K}
LUK CN K =kAx ¢ K'Y
—{KCN:|K|=Fk—1}
+{K C N |K| =k}

B (ki1>+(2> B (nzl>
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12. Beispiel Lotto: Gleichverteilung auf
Q:={K C{1,...,49} : |K| = 6}.

Also fur jedes w € ()

P{w}) = 1/(469> 715,105
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3 Produktraume

Gegeben:
diskrete Wraume (21,24, P1), ..., (2,2, P,)
Gesucht:

Modell far ,unabh. Hintereinanderausfuhrung“ der

Einzelexperimente (Produktexperiment)

13. Beispiel n-maliges Wurfeln, n Geburten, . ..

FragwUrdig bei Callcenter an n Tagen.
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Definiere

wobei f; die zu P; gehorige W’funktion auf 2.
14. Lemma [ ist Wahrscheinlichkeitsfunktion auf 2.

Beweis. Klar: f > 0. Ferner, ggf. aufgrund der absoluten Konvergenz,

S @ = 3 e Y filen) e fule)

wel? w1 €Q1 wneﬂn
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15. Definition Sei P das durch f definierte W'maB auf 2.
Dann heiBt (£2,2(, P) das Produkt der Wraume (£2;,%4;, F;)
und P das Produkt der W'maBe P..

16. Beispiel Fur endliche Mengen €2; und Gleichverteilungen
P; ist das ProduktmaB P die Gleichverteilung auf {2, siehe
Satz 5.

So etwa fur n-maliges Wurfeln:
Q={1,...,6)}"

und

P({wy) = 1/6"
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17. Beispiel Geschlecht von n Neugeborenen,

Q'é .= {W, M}, fl(W) = P, fZ(M) =1 — PD.

Also

mit
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Im folgenden: (2, A, P) Produkt der W'raume (£2;, 2;, ;).
Zurlck zu den Einzelexperimenten durch die Projektionen
Xz' () — Q@', d.h.

Siehe etwa Bsp. 11.35.
18. Satz Fur A; C (,... ,An C (2, gilt

P(ﬂ{XZ- = AZ-}) - HP({XZ- c A} = HPZ-(Ai).
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Beweis. Es gilt (vgl. Beweis Lemma 14)
i=1
= ) W

wEAIX...XAp

— Z Z filwr) - fulwn)

w1 €A wn€EAn
= P (Ay)-...- P,(A,).
Die Wahl von A; = €}, fir j # ¢ zeigt

P{X; € Ai}) = B(A).
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19. Bemerkung Ziel erreicht. Genauer

(i) Produktraum-Modell beinhaltet Modelle der
Einzelexperimente, da P({X; € A;}) = P;(A;) fur
1 € {1,...,n}undAZ- g Qz

(i) Falls €21,...,€2, € R (oder bei Verwendung eines

allgemeineren Begriffs von ZVen und deren Unabhangigkeit), SO

sind X1, ..., X, unabhangige Zufallsvariablen.
Beweis: Wahle A; = |—o0, x;] N €; bzw. €2; in Satz 18.
Spezialfall P, = - - - = P, liefertiid-Folge X1, ..., X,,.
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4 Diskrete Zufallsvariablen

Im folgenden X, X1, ... Zufallsvariablen auf (€2, 2, P).

20. Definition X diskrete Zufallsvariable, falls
P({X € D}) = 1 fur eine abzahlbare Menge D C R.

21. Bemerkung ({2, 2, P) diskret = X ({2) abzahlbar
= X diskret.

22. Beispiel Pfeiltreffer auf Dartscheibe, X Nummer des

getroffenen Sektors, siehe Beispiele 11.15 und 11.38.
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23. Lemma Diskrete ZVen X, X' genau dann identisch

verteilt, wenn

Ve eR: PUX =a)) = P({X' = z}).

Beweis. ,=": Wende Satz 11.40 an.
~=":Betrachte D := X (2) U X’(£2") im Beweis in Bsp. 11.38 ]

24. Definition X Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1],
falls P({X =1}) =pund P{X =0}) =1 —p.
Bez.: X ~ B(1,p).
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25. Beispiel n gleichartige Produkte, voneinander

unabhangig
e mit Wahrscheinlichkeit p funktionstichtig
e mit Wahrscheinlichkeit 1 — p defekt.

Hierbei p € [0, 1], z.B. empirisch bestimmt als relative
Haufigkeit.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daB genau k Produkte
funktionstlchtig sind.

Daraus durch Summation: W’keit, da mindestens £ Produkte

funktionstlchtig sind.
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Konkretes Modell: Produktexperiment mit €2; := {0, 1} und

D, falls w; = 1
filwi) ==
1 —p, fallsw; =0.

Also 2 := {0, 1}" Menge der Produktionsergebnisse und fir
w € ()

f(w) = fl(w1> T fn(wn)

Berechne bzgl. des ProduktmaBes P

P{weQ: Zw = k}).
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Abstraktes Modell: X1, ..., X, iid mit X7 ~ B(1,p).
Im konkreten Modell: X;(w) = w;.

Anzahl funktionsttchtiger Produkte

Berechne

P({X = k}).

Modellierung analog bei n-fachem Munzwurf oder n Geburten, X Anzahl

der geworfenen K bzw. Anzahl der weiblichen Neugeborenen.
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26. Satz Seien X1, ... X, iidmit X1 ~ B(1, p). Ferner sei

Dann gilt fir k € {0,...,n}

Pax=m= (1) a0t e

27. Definition X binomialverteilt mit Parametern n € N und
p € [0, 1], falls (3) fur alle k € {0, ..., n} gil.
Bez.: X ~ B(n,p).
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Beweis von Satz 26. Es gilt

PU(X1,...,X,) €{0,11"}) = (ﬂ{x c {0, 1}})

— HP({Xi c{0,1}}) =1.

Setze

Gemafl Satz 10
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Damit folgt fur & € {0, ..., n}

PUX = k}) = P({X k0 | {X,. . X)) = az})

xe{0,1}"

= Y PHUX=kn{(X1....X,) =a})

xe{0,1}"

= > [P =)

reAL 1=1
= Ay -p" - (1 —p)"*

= (Z) e (L=p) Tt
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28. Beispiel X ~ B(50,0.5)

X ~ B(50,0.5): Wahrscheinlichkeitsfunktion
03 I I I I I I I I I

0.25 - .

0.2 .

o
Y
(&)
I
l

0.1 I . .
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X ~ B(50,0.25)

X ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T T T T T

0.25 - .

0.2 .

o
Y
(&)
I
l

01 ® _

0] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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X ~ B(50,0.05)

X ~ B(50,0.05): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T T T T T

0.25 - .

029 —

o
Y
(&)
I
l

0.1 .

0.05 -
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29. Beispiel n Produkte, davon n defekt. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daB bei Auswahl von k& Produkten genau /
Produkte defekt.

Modell: Gleichverteilung P auf
Q:={K CN:|K|=k}
Berechne P(Ay) fur
Ap:={K € Q:|K N Ny| =1},

wobei Ny C N fest gewahlt mit | Vy| = ng, d.h. bestimme
‘Q‘ und ‘Ag’
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Es gilt: [2] = (7) und fir
¢ € {max(0,k — (n —ng)),...,min(ng, k) },
daf3

‘Aﬁ‘ — ‘{(K07K1) : K() C NO7 ‘K()’ — g?
Ky © N\ No, |[Kq| =k — £}

-(7)-(52%)
rao=(7)- (527 ()

Also
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Hiermit auch die Wahrscheinlichkeit, beim Skat genau 3 Asse

ZU erhalten:

(g) | (278>/ Gi) = 66/899 = 0,0734 ...
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Ausblick auf statistische Fragestellungen. Bekannt

e Gesamtanzahl n der Produkte,

e StichprobengroBe k,

e Anzahl ¢ defekter Produkte in Stichprobe.
Unbekannt

e Gesamtanzahl ng defekter Produkte.
Aufgaben:

(i) Schatze ny

(i) Entscheide, ob ng/n < 0.02
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30. Definition X hypergeometrisch verteilt mit Parametern
neN,nye{0,....nh, ke{l,...,n} fals

P({X = (}) = @o) | (nk—_ 720) / (Z)

¢ € {max(0,k — (n —ng)),...,min(ng, k)}.

far

Bez.: X ~ H(n,ng, k).
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31. Beispiel X ~ H(100, 10, 20)

X ~ H(100,10,20): Wahrscheinlichkeitsfunktion

0.35

0.3

0.25 -

0.2

P({X=K)

0.15 -

0.1

0.05

o0 +—e

o0

~No

oo 2

©oe
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X ~ H(100, 25, 50) (rot), Y ~ B(50,0.25) (schwarz)

X ~H(100,25,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T T T
[ X )
0.15- -
o ®
..
"_ﬁ" [ J
Z_,- (]
S |
= ) ®
1l ®
oS
a
@
[ J
0.05 ® ® -
® o
® (]
® ®
‘ .
Om-'—.-:!‘ ' ' .’—:—:—.Mfwmémm
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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X ~ H(500, 125, 50) (rot), Y ~ B(50, 0.25) (schwarz)

X ~ H(500,125,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T T T
0.15- -
“
‘.
- :
Xt ®
Z_,- (]
a
- 011 ® -
5 e
oS
a
e
o
0.05 _
e )
4 8
e
® ®e
Om"-. ' ' ' 00000000000000000000000000000
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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X ~ H(2000, 500, 50) (rot), Y ~ B(50, 0.25) (schwarz)

X ~ H(2000,500,50), Y ~ B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T T T
0.15- -
Ss
= ]
> ®
a
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oS
a
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o
0.05 _
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° “
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Vermutung: Konvergenz. Bestatigung: UBUNG M:H9, WInf:H9.
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32. Beispiel n unabhangige Wiurfe auf Dartscheibe. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daB im k-ten Wurf erstmals oberes
rechtes Viertel getroffen wird.

Abstraktes Modell: X1, ..., X, iid mit X7 ~ B(1, p), wobei

p:=1/4.
Zeitpunkt des ersten Treffers im oberen rechten Viertel:

inf{i € {1,...,n}: X;(w) =1}, tas{...} #0
0, falls Vi : X;(w) =0

Th(w):=
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Fark € {1,..., n} gilt

(T, = k) = ({X0 = 0} N (X0 = 1),

also, unabhangig von n,

PUT, = kD) = [T PUX = 0)) - P({Xe = 1))
=(1-p)""p.
Ebenso P({T, = 0}) = (1 — p)", so daB

lim P({T, =0}) =0,
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33. Definition X geometrisch verteilt mit Parameter

p €]0, 1], falls
Ve N: P{X =Ek})=p-(1—-p)

Bez.: X ~ G(p).
34. Bemerkung Sei p €]0, 1]. Auf €2 := N definiert

f(w):=p-(1—-p~

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. Auf dem zugehorigen
Wraum (€2, (2), P) qilt X ~ G(p) far

X(w) = w.

105/1



35. Bemerkung Sei p €]0, 1]. Fir iid ZVen X7, Xo, ... mit
X1 ~ B(l,p) sel

joo W) .= W) =
0, falls Vi : X;(w) =0

Die Rechnung aus Bsp. 32 zeigt fur k € N

P{Tw=k})=p-(1-p)"",

sodaB Ty, ~ G(p).
Beachte, daB P({T, = 0}) =0,da ) ,_, P{Tw =k}) = 1.
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36. Bemerkung Frage: Gibt es einen W'raum (€2, 2, P) und
darauf eine unendliche Folge X, X9, ... von iid ZVen mit
X1~ B(1,p)?

Antwort: Ja.

Beweis ist nicht-trivial.

Verwendet MaBtheorie, z.B. Existenz des Lebesgue-MaBes
auf [0, 1] fir den Fallp = 1/2.

Siehe Billingsley (1995), Probability and Measure, Seiten 1—4, oder

Vorlesung ,Probability Theory”.
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37. Satz Sei X,, ~ B(n, p,) mitp, € |0, 1], und gelte
lim,, oo - P, = AfUr A > 0. Dann

k
Vk € Ny : lim P({X, =k}) =exp(—\) A

n— 00 . E

Beweis. Furn > k

n k n—Fk
[ ] [ ] 1 — n
" Pn\N k—1

A" (W%)’f (1—=2) Hn—i
k! A (1—py)* 44 n
e T ~———

—exp(—A)



38. Definition X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, falls

)\k:
Vk € Ng: PH{X =k}) =exp(—]) - i
Bez.: X ~ P(\).
39. Bemerkung In Satz 37: Approximation von B(n, p,,) durch P(\),

falls n ,groB3* und p,, ,klein“. Siehe Bsp. VI.6 zur Bedeutung von n - p,,.
Siehe Hesse (2003, p. 190—-192) zur Approximationsgute.

Anwendung: Modellierung der Anzahl von
e Druckfehlern in Manuskript,
e Anrufen in Call-Center pro Tag,

e radioaktiven Zerfallen pro Zeiteinheit.
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X ~ P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mitn = 25 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial—-verteilt mit n=25 und p=\A/n (schwarz)
0.2
‘ T T T

0.02 -
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X ~ P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mitn = 100 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial—verteilt mit n=100 und p=A/n (schwarz)
0.2 T T T T

0.18 e : .
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X ~ P(5) (rot), Y ~ B(n,5/n) mitn = 500 (schwarz)

X: Poisson—verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=500 und p=A/n (schwarz)
0.2 T T T T

0.18 N

0.16 N

0.14 o -

0.12 i

0.1 i

P({X=k}, P({Y=k}

0.08 - -

0.06 - -

0.04 - N

0-02 I ' —
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Kap. IV Stochastische
Simulation und der Hauptsatz der
Mathematischen Statistik

1. Problemstellungen und Methoden
Borels starkes Gesetz der groBen Zahlen
Der Satz von Glivenko-Cantelli

. Zufallszahlen

o A W N

. Anwendung: Simulation einer Irrfahrt
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1 Problemstellungen und Methoden

Problem A: Gegeben: ZV X" auf (0, A", P") und M € 9.
Berechne P'({ X' € M}).

Problem B: Gegeben: Daten x4, ..., x, € R als Resultate
Junabhangiger’ Wiederholungen eines Zufallsexperimentes.

Gesucht: Stochastisches Modell fir Einzelexperiment.
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1. Beispiel Problem A. Erfolgswahrscheinlichkeit einer

Strategie beim Patience-Spiel:

e PP’ Gleichverteilung auf der Menge () aller Permutationen

von {1,...,52} (Kartenverteilungen)

e X' := 14, wobei A die Menge aller Kartenverteilungen,

bei denen die Strategie gewinnt, und M := {1}
Somit
P'({X"e M}) = P'(A) = |A[/|€],

Hier: || = 52! = 8,06. .. - 10°7, also 2’ sehr groB.

Ulam (1946), siehe Los Alamos Science, Special Issue.
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2. Beispiel Problem A. Durchgang von Neutronen durch

Materie, siehe PROJEKTOR . SchliefB3lich tritt einer dieser Falle

ein:
e Neutron wird von Abschirmung absorbiert, X' (w) := 0
e Neutron wird von Abschirmung reflektiert, X'(w) := 1

e Neutron passiert Abschirmung, X'(w) := 2

Gesucht ist P'({ X' = 2}).
Hier: (0,20, P) und X' kompliziert".
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3. Beispiel Problem B. Geschlecht eines Neugeborenen.
Anzahl der Daten n = 25171 123 in Bsp. 11.13.

Modell: B(1, p)-verteilte ZV mit unbekanntem p € ]0, 1].

Gesucht ist p.

4. Beispiel Problem B. Callcenter.

Daten: x1, ..., x, Anzahl Anrufe an Tagenz =1, ..., n.

Modell: P (\)-verteilte ZV mit unbekanntem A > 0.
Gesucht ist \.
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Stochastische Simulation zur Losung von A:

e Konstruiere iid-ZVen X1, ..., X, auf (2,2, P), wobei
X" und X identisch verteilt

e [Erzeuge” eine Realisierung x1, ..., x, der ZVen
X1,...,X,,d.h. fireinw € ()

r1 = X1(w),...,z, = X,(w)
e Approximiere P'({ X' € M}) = P({X1 € M}) durch

die relative Haufigkeit

1/n - Z 1oz (i)
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Formale Beschreibung von Problem B:

o X1,..., X, iid-ZVen auf (2,2, P), wobei P unbekannt.

Jede dieser ZVen modelliert ein Einzelexperiment.

e Annahme: Daten x1, ..., 2, sind eine Realisierung der
ZVen X1, ..., X, d.h. fireinw € ()

r1 = X1 (w),...,xp = Xp(W)

Methode zur Losung von Problem B:

e Schatze P({ X7 € M}) fur M € 9)t durch die relative
Haufigkeit

1/n - Z 1oz (i)
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5. Beispiel Problem B. Geschlecht eines Neugeborenen,

siehe Hesse (2003, p. 24). PROJEKTOR

6. Beispiel Problem B. Munzwurf, siehe Hesse (2003, p. 241).
PROJEKTOR

Befund: In beiden Beispielen scheinen die Folgen der

relativen Haufigkeiten zu ,konvergieren®.
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2 Borels starkes Gesetz der grof3en
Zahlen

7. Satz Sei (Z;);en iid mit Z1 ~ B(1, p). Dann

P({weQ: lim l/n-ZZz-(w) =p}) =1

n—oo :
1=1

Beweis. Skizze PROJEKTOR, Details TUTORIUM ]

Siehe auch Satz VI.34. Sprechweise: eine Eigenschaft gilt fir fast alle w
bzw. fast sicher, falls sie fir alle w aus einer Menge A € A mit P(A) =1
gilt.

8. Beispiel Unabhangige, unendliche Folge von Minzwdrfen. 121/1



9. Beispiel Simulationsbeispiele
71 ~ B(1,0.7), n = 50.

(®)/n
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Z1 ~ B(1,0.7), n = 100.
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71 ~ B(1,0.7), n = 1000.

n=1000
1 T T T T T T T T T
0.9 -
0.8 _
[ J
°
[ ]
0.7F
[ J
0.6 -
<
3 05¢ 1
CDC
04+ —
0.3 _
0.2+ |
0.1 |
0‘ | | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

0
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10. Korollar Sei (X;);cn iid und M € 991. Dann gilt fur fast

alle w

lim 1/n- )" Ly(Xi(w)) = P({X1 € M})

Beweis. Fur

Zi .= 1M O Xz
gilt (Z;)ien iidmit Z3 ~ B(1,p) undp = P({X; € M}),
sieche UBUNG M:H8, WInf:G6. Wende Satz 7 an. N
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11. Bemerkung Damit

e bei Problem A: stochastische Simulation liefert flr fast
alle w far ,groBe“ Anzahl n von Wiederholungen ,gute”

Naherung. Genauer gilt fir eine Menge A € 2l mit
P(A)=1

Yw € AVe > 0dng = ng(w,€) ...

e bei Problem B: theoretisches Gegenstuck zur

beobachteten Konvergenz.
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3 Der Satz von Glivenko-Cantelli

Nun: gleichzeitige Betrachtung der Mengen M := |—o0, x|,
siehe Korollar 10.
Vermutung: Konvergenz gegen Verteilungfunktion ['x, in

geeignetem Sinn.

12. Bemerkung Falls X diskret mit P({X € D}) = 1 fur
D C R abzahlbar,

Fx(z)= Y  P{X=y})
y€|—o0,x|ND

Siehe Bsp. 11.38.
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13. Beispiel P Gleichverteilung auf {2 := {1,...,n} und
X (w) := w. Dann:;

Fx(z) = RX < 23]/19Q] = [[L 2] N Q/n

0, falls v < 1

=4 |z|/n, fallsl <z <n

1, falls xt > n
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14. Satz Fur jede Verteilungsfunktion F'x gilt:
(i) F'x ist monoton wachsend
(i) F'x ist rechtsseitig stetig
(i) lim, o Fx(z) = 1undlim,_,_o Fx(z) =0

Ferner qilt fir alle x € R

PH{X ==x}) = Fx(z) — lim Fx(y).

y—T—
und
P{X =2})=0 < Fyxstetigin .

Beweis. UBUNG
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15. Definition Fir ¢ € |0, 1] heiBt
inf{v € R: Fx(v) > q}

¢-Quantil der Verteilungsfunktion F'x.
Speziell fir ¢ = 1/2: z Median.

16. Beispiel PROJEKTOR

17. Lemma 2 genau dann ¢-Quantil von F'x, wenn

Fx(z)>q und VyeR:y<z= Fx(y) <q.
Beweis. Da FI'x rechtsseitig stetig und monoton wachsend, ex. z € R mit

{fveR: Fx(v) >q} =z, 00].
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Approximation (Problem A) bzw. Schatzung (Problem B) der

zugrundeliegenden Vert'funktion.

18. Definition Empirische Verteilungsfunktion
Fo(;21,...,2,) : R— 0,1 zuzy,...,x, € R definiert
durch

Fo(x;x1,...,2,) :=1/n- Z 11— o021 ().
i=1

19. Beispiel PROJEKTOR

Im folgenden (X;);cn iid. Sei F' := Fx, die Vert'funktion
jeder der ZVen X;. Bei Problem A: F' ,schwer* zu berechnen. Bei

Problem B: F' unbekannt.
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20. Bemerkung Korollar 10 zeigt fir alle x € IR, daB f(ir fast

alle w qilt

lim F,(z; X1(w),..., X, (w)) = F(x).

n—aoo
Verscharfung im folgenden Satz von Glivenko-Cantelli (Hauptsatz der
Mathematischen Statistik): fast sicher gleichmaBige Konvergenz.
21. Satz FOr fast alle w gilt
lim sup |F,(x; X7 (w), ..., Xp(w)) — F(x)] = 0.

=X +cR
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Beweis. PROJEKTOR: vorab Spezialfall F' stetig, streng mon. wachsend.

Bezeichnungen:

G~ (x) = lim G(y),

y—T—

Fo(z,w) = F(z; Xa(w), ..., Xn(w)),
¢.={AecA: P(A) =1}
Fixiere kK € N. Betrachte fur ¢ = 1, ..., k — 1 die £/k-Quantile 2, von
I, setze ferner zg j, := —oo und 2z, := 00.
Korollar 10 und Satz 14 zeigen
Veed{l,....k—1}dA e EVwe A
lim F$7) (2, w) = FO (20).

n—aoeo
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Far

App(w) = e&%?ﬁ} max(|Fn(zg,k, w) — F(zox)

)

|Fn_(Zg7k,(,U) — F_(Zg,k)‘)
folgt

JA, € EVw € A, lim An,k(w) = 0. (1)

n—oo
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Lemma 17 zeigt
F(zex) — F(zo—1p) <Ll/k—(—1)/k =1]k.
Hiermit folgt fir € |2zp_1 k, 2o x| Und w €

Fn(ﬁl?,CU) < Fn—(zﬁ,kvw) < F_(Zﬁ,k) T An,k(w)
< F(Zg_l,k) —+ 1/]€ —+ An,k(w)
< F(x) + 1/k + Ay (),

Fo(z,w) > F(z—16,w) > Fzem1k) — Apg(w)
2 F (Zg)k) — 1/]€ — An,k(w)
> F(x) = 1/k = App(w).

Firw € Ay ergibt sich gemaB (1)

limsupsup | F,(z,w) — F(x)| < 1/k.

n—oo xER
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Fazit: far

gilt

und

A= ﬂAk c A
keN
P(A) =1

YVwe A: lim sup |F,(z,w) — F(x)| =0.

=00 zeR
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22. Beispiel Empirische Verteilungsfunktionen schwarz.

(Zugrundeliegende Verteilung gegeben durch

PUX, =1})=0,3
PU{X, =2}) =0,2
P{X, =3))=0,5

Verteilungsfunktion blau.)
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n = 250

n =250
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23. Beispiel Empirische Verteilungsfunktionen schwarz.
(Zugrundeliegende Verteilung gegeben durch
X1 ~ U([0, 1]), siehe Def. 25, Verteilungsfunktion blau.)
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24. Beispiel Empirische Verteilungsfunktionen schwarz.
(Zugrundeliegende Verteilung gegben durch
X1 ~ Exp(1/2), siehe Def. V.32, Verteilungsfunktion blau.)
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4 Zufallszahlen

Praktische Durchfihrung der stochastischen Simulation beruht
auf Zufallszahlengeneratoren, d.h. auf geeigneten
Abbildungen f : K — K, wobei K :={0,...,k— 1} und
k sehr groB, etwa k = 2'?® oder k = 219937,

Man erhalt endliche Folgen v, v9, ... € K durch
e Initialisierung vy € K,

e lteration vy := f(vp_1).

JKleine® Abschnitte dieser Folgen ,verhalten sich annahernd”
wie Realisierungen von iid-ZVen, die jeweils gleichverteilt auf
K sind. 149/1



25. Definition ZV U gleichverteilt auf [0, 1], falls

0, fallsx <0
Fy(z) =<z, fals0<z<1

I, fallsz > 1

Bez.: U ~ U(|0, 1]).
26. Bemerkung Fur U ~ U([0, 1]), z € R und Intervall M
mit Endpunkten 0 < a < b < 1:

P({U = 2}) =0
P{U € M}) = Fy(b) — Fy(a) =b—a
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Insbesondere ist U ~ U(|0, 1]) keine diskrete ZV.
In Bsp. 23: zugrundeliegende Verteilungsfunktion F7i;.

Siehe Kapitel V.2 zur Frage der Existenz.

Zurlick zu den Zufallszahlen v, vs, ... € K.

Setze uy := vy/k. JKleine Abschnitte* der Folgen

U, Us, . .. € |0, 1] verhalten sich annahernd* wie
Realisierungen von iid-ZVen, die jewells gleichverteilt auf
0, 1] sind.

Kurz: uq, Us, . . . gleichverteilte Zufallszahlen in |0, 1.
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In dieser Vorlesung: Zufallszahlengenerator als black-box.

Verwendung etwa in der Form
e Initialisierung 1nit (ul),
e lteration u := rand().

Stochastische Simulation (Monte-Carlo-Algorithmen) und
Zufallszahlengeneratoren Gegenstand eigener Vorlesungen.
Siehe auch Hesse (2003, Kap. 10).
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27. Bemerkung Die Entwicklung des Computers und militarische
Anwendungen setzten zur Mitte des letzten Jahrhunderts eine rapide
Entwicklung der stochastischen Simulation in Gang. Den Namen ‘The
Monte Carlo Method’ tragt ein Tagungsband aus dem Jahr 1951, aus dem

wir hier zitieren. John von Neumann (1951) war der folgenden Ansicht:

We see then that we could build a physical instrument
to feed random digits directly into a high-speed
computing machine and could have the control call for

these numbers as needed.
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Von Neumann fahrt fort mit einem Einwand gegen diesen ,echten” Zufall,
der uns auch heute noch einleuchtet:
The real objection to this procedure is the practical
need for checking computations. If we suspect that a
calculation is wrong, almost any reasonable check

involves repeating something done before.
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Zum Einsatz von auf deterministischen Methoden basierender

Generatoren sagt von Neumann in derselben Arbeit:

Any one who considers arithmetical methods of

producing random digits is, of course, in a state of sin.
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Frage: Simulation ,komplizierter® Verteilungen.
Eine ,universelle” Moglichkeit: Inversionsmethode.

Gegeben:
e F': R — |0, 1] mit Eigenschaften (i)—(iii) aus Satz 14,
e ZVU ~ U(|0,1])

Definiere I'» : IR — R durch

T () inf{v € R: F(v) > u}, fallsu € |0,1]
F\U) =
0, sonst

28.Satz X := TroUistZVmit Fy = F.
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Beweis. Firx € Rundu € ]0, 1]:

Tr(u) <z<sinf{lveR: F(v) >u} <x
< F(x) > u.

Also

(X <ot ={U €0, 1} n{F(z) 2 U U{U ¢ 10,1} N {0 < z},
e{0,Q}

so daB insbesondere { X < z} € 2. Weiter

P{X < a}) = P({F(x) > U}) = F(x).
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29. Bemerkung Die Satze 14 und 28 zeigen:

F : R — |0, 1] genau dann Verteilungsfunktion einer
2V, wenn F' die Eigenschaften (i)—(iii) erfillt.

Also Modellierung eines beliebigen Zufallsexperimentes mit reellwertigen

Ergebnissen durch Vorgabe der Verteilungsfunktion £

30. Bemerkung Inversionsmethode: Simulation einer ZV mit

Verteilungsfunktion F' := F'x mittels Transformation

Tp(ul), TF(UQ), “ ..

gleichverteilter Zufallszahlen in [0, 1].
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5 Anwendung: Simulation einer Irrfahrt
Im folgenden Y7, ..., Y/ iid mit Y] ~ SB, d.h.
P({Y)=1}) =P ({Y| =-1}) =1/2.

Definiere symmetrische Bernoulli-Irrfahrt S, . . . , S7- durch

t

;o o /

t = E Y/ =S5_,+Y.
J=1

Per def. S, = 0.
Ausblick: Irrfahrten auf Gruppen. Finanzmathematik: |0, co| mit Multiplikati-

on, Kartenmischen: symmetrische Gruppe mit Komposition. (501



31. Beispiel Faires Spiel zweier Spieler | und ll, S,Z Stand aus

Sicht von | nach ¢ Runden.

Physik: .S} eindimensionale Position eines Teilchen nach ¢ Kollisionen.

Problem A: gesucht sind die Vert'funktionen der ZV
(i) Spielstand nach letzter Runde, X' := 57
(i) maximaler Spielstand, X’ := max;—__ 1.5,

(i) Anzahl der Runden, nach denen Spieler | flhrt,

X'={te{l,...,T}:S,>0undS;_; > 0}

Beachte {S; > 0} N {S;_; >0}
= {8, > 0tu ({S;=0tn{S;_, > 0}).
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32. Beispiel Je eine Simulation der Irrfahrt fir
"= 50, 100, 1000.
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T = 50: end=2, max=7, fueh=36.

1 O T T T T T T T T T
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'[" = 100: end=0, max=7, fueh=86.

T=100
10 T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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T = 1000: end=22, max=23, fueh=420.

T=1000
25 T T T T T T T T T

15 =

10 =

10} _

15+ _

_25 | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t
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33. Bemerkung Setze sy := 0 und
D:={(sg,...,s7)EZ V1 <t <T:|s; — 51| = 1}.

Dann qilt:
o |[D| =21
e P'({(5),...,5) =s})=1/|D|firalles € D

Fazit: Irrfahrt entspricht Gleichverteilung auf der Menge D
ihrer Pfade.

Irrfahrten als einfaches Beispiel eines stochastischen Prozesses zur

Modellierung zeitabhangiger zufalliger Phanomene.
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Definiere zugehorige Abbildung f : D — R
e bei(i): f(sg,...,87) =St
e bei (i): f(S0,...,57) = maxy—_ 715

e Dbei (iii): f(sg,...,sT)
:‘{te{l,...,T}ZStZOUI’]dSt_lZO}‘

Somit
X' = fol(S, ... Sh).
Gesucht ist
P'({X" = z})
fir x € Z.
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Simulation von n unabh. Wiederholungen der Irrfahrt:

Betrachte iid-Folge Y7, ..., Y,.r mitY; ~ SB.

Definierefiurt =0,...,7T'und2=1,...,n

t
S Zy(z'—l).TJrj-
j=1

Also Vi, Ve, Yo yrets o Yor

N ——

l !
Syy.. . Sk, . L SE .., ST
N e’ N’

fl fl

X! X"
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Es gilt bei (i), (ii) und (iii):
Xt ... X™iid, X! und X’ identisch verteilt.

Beweis: Siehe Irle (2001, p. 163, 169) oder Vorlesung ,Probability Theory.
Gem. Kor. 10 existiert A € 2 mit P(A) = 1, so daB fir alle
w€ Aundallex € Z

1=1 — X (w)
- PX = o)),
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34. Bemerkung Fir U ~ U([0, 1]) und

1, fallsU(w)>1/2

Y(w) = —1, fallsU(w) < 1/2

gilt Y ~ SB. Vgl. Inversionsmethode.

Zur Simulation von Irrfahrten entsprechende Transformation

1
—1, fallsu, < 1/2

, fallsuy > 1/2
Yye -=

von in |0, 1] gleichverteilten Zufallszahlen w1, us, . . . .
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Setze

t
E le—I—]

Zusammenfassung: Approxma’uon der gesuchten
Wahrscheinlichkeit P'({ X’ = x}) durch relative Haufigkeit

1/n - 21{1} (si, ..., s5))

der Simulationen, bei denen f den Wert x liefert.
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Im folgenden: Simulationsergebnisse fir 1’ = 50.

Beachte: Fir die Menge D) der Pfade gilt dann
D|=2"=1,1...-10%.

Dargestellt wird

v 1/ne Yy L (f(sh .., s7)).
1=1

35. Beispiel Approximative Berechnung von

P'({S7 = x})

fore =-1.-1T+2,...,7 —2,1T.
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n = 1000

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000
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n = 100000

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
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0.12}+ |
°®
o ®
0.1} |
® °®
S
= 0.08} ® °® =
X
D
5
(¢b)
T
— 0.06} ® °® .
)
0.04 - ¢ * -
® ®
0.02} |
PRPSPIPIPIPRPIPIPIPSPRPY
-50 —40 —-30 —20 -10 0 10 20 30 40 50
Kk

173/1



36.Satz Furx € {—-T1,-T+2,..., T —2,T}

P({S) = x}) = ((x U /2) 5T

Bewelis. Es qilt

1T T
Sp=2_Y/=2-3 (Y+1)/2-T,
J=1 )=l =:U!

J

=R’
und U7, . .., Uf sind iid mit U] ~ B(1,1/2). Es folgt
R ~B(T,1/2) und

P{S,=a2V)Y=P{HR = (x+T)/2})
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Vergleich der Simulationsergebnisse (schwarz) mit den
exakten Werten (blau) fir n = 100000

rel. Haeufigkeiten

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
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Bezeichnung a;. =~ b;. flr Folgen von Zahlen a;., b;. > 0, falls

lim ak/bk = 1.

k— 00

37. Korollar Sei I’ = 2k gerade. Dann

P'({Sp = 0}) = V/2/(x T).
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Beweis. Stirlingsche Formel:
kKl ~V2rk-(k/e)”,

siehe Krengel (2003, p. 76) und TUTORIUM T2:1. Also folgt mit Satz 36

Psp=on =27 (1)

V2r T -T7 - exp(—T)
(VErTT2 - (T/2)772 - exp(~T/2))
— \2/(x D)

~ 2 1.
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38. Beispiel Approximative Berechnung von

P({ max S; = x})

fuarx =0,...,T.
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n = 1000

Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000

0-12L T T T T T T T T T
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n = 100000

Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 :

0.08 - ® N

0.06 |- e® .

rel. Haeufigkeiten

0.04 - .

0.02 - .

0] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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39. Satz Furx € {0,...,T}

= P({Sp = }) + P'({Sp = +1}).

Beweis. TUTORIUM ]
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Vergleich der Simulationsergebnisse (schwarz) mit den

exakten Werten (blau) fir n = 100000
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Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
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Im folgenden
X' ={te{l,....,T}:S;>0undS;_; >0}
40. Beispiel Approximative Berechnung von
P({X" = z})

farx =0,...,1T.
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n = 1000

Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=1000
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n = 100000

Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 .

0.08 - -

0.06 - -

rel. Haeufigkeiten

0.04 - .

0.02 - .
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41. Bemerkung P'({ X' = x}) = 0, falls T" gerade und x

ungerade.

42. Satz Sei T gerade. Firy € {0,...,7/2}

P'({X" = 2y})
= P'({S,, = 0}) - P'({S7_9, = 0}).

Beweis. TUTORIUM ]
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Vergleich der Simulationsergebnisse (schwarz) mit den
exakten Werten (blau) fir n = 100000

0.12

0.1

0.08

0.06

rel. Haeufigkeiten

0.04

0.02

Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000.

50
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43. Korollar Sei /' durch 4 teilbar. Dann

P/({X/_ .
P{X = T/2} VrT/8

Beweis. Satz 42 und Korollar 37 zeigen

P{Xx'=T}) _ P{HSy=0}) _ V2/(xT) _

P{X'=T/2}) (P/({S/T/z :O}))2 T 4/(xT)

44. Beispiel Fur 1 = 1000 gilt

\/7TT/8 = 19, 8166...

und
P{X'=T})
P{X'=T/2})

—=19,8315. ...

mT/8.
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Kap. V Verteilungen und
absolutstetige Zufallsvariablen

1. Die Borelsche o-Algebra in R?

Das d-dimensionale Lebesgue-MaB
. Verteilungen

Absolutstetige Zufallsvariablen

Verteilungsfunktionen

> o A W N

. Dichte-Schatzung
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Bisher rigoros studiert: diskrete ZVen, also

X :Q—Rmit P({X € D}) = 1fureine
abzahlbare Menge D C R.

Dann gilt fir alle M € 91, siehe Bsp. 11.38,

P{X eM})=PH{X e M}n{X € D})

:P<U{X€M}H{X:x})

xeD

=) P{X eM}n{X =a})

xeD

S PUX =a})

xeMnND
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In diesem Kapitel insbesondere ZVen

X ) — R mit
VreR: P{X =2x})=0.

Bsp.: Wartezeit, Koordinaten von Pfeiltreffer auf Dartscheibe,

fehlerhafter MeBwert, . ..

FUr eine groBe Klasse solcher ZVen wird die Summation von x
P({X = x}) tber M N D durch die Integration einer geeigneten Funktion
x — fx(x) tber M ersetzt, also P({X € M}) = [, fx(x)dw.
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1 Die Borelsche o-Algebra in R?

1. Beispiel

stochastisc

(i) Q=

Kontinuierliches ,Glucksrad®. Versuch einer

nen Modellierung:

0, 1| (Kreislinie der Lange 1)

(i) 2= P()
(i) W'maB P auf 2 mit folgenden Eigenschaften:
e P(la,b]))=b—afir0<a<b<1

e P(A) = P(B), falls B aus A durch ,Rotation®

hervorgeht
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Definiere fur w,w’ € |0, 1] und A C |0, 1]

WwhOW =w+w — |w+u,

whA={wda:ae Al
Frage: Existiert ein W'maB P auf (|0, 1]) mit
VAC|0,1[ Yw € [0,1]: Plwd A) = P(A)?

Antwort: Nein.
Folglich gibt es keine ,Gleichverteilung® auf 3( |0, 1]).

Ausweg: betrachte kleinere o-Algebra.
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Beweisskizze. Sei () := QQ N 2. Betrachte Aquivalenzrelation
w~w s dgeR W =wdq

auf €2 und zugehdrige Aquivalenzklassen [r] = {w € Q : w ~ r}. Wahle

Reprasentantensystem 12 C €2 (Auswahlaxiom), d.h.

VweQ direR:welr|.

Es gilt fir g1, g2 € @ mit g1 # @2

(1 ® R)N (g2 ® R) = 0.

SchlieBlich erfullt 2 mit obigen Eigenschaften

1=P(Q)=P(| Jg®R)=> P(q®R)=)» P(R).

qeQ qeR) qeq)

Widerspruch.
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Im folgenden Q2 £ () und € C B(£2) sowie

A ={A CP(Q) : Ao-Algebra, € C A},

o(€):=(|A={ACQ:VAE€A: AcU}.
AcA

Beachte, daB P3(€2) € A.
2. Lemma o (€) ist die kleinste o-Algebra, die & umfaBt, d.h.

(i) o(€&) ist o-Algebra,
(i) € C o(€),
(iiy VL € A . o(€) C .

Beweis. PROJEKTOR. ]
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3. Definition o (&) die von & erzeugte o-Algebra (in §2).

Vgl. erzeugter Untervektorraum.

4. Beispiel Fur (2 = {1,2,3,4}und € = {{1,2,3},{2}}
gilt

o (€)

0, {2},{4},{1,3},{2,4},{1,2,3},{1,3,4},Q}

{
{ACQ:{1,3} C Aoder{1,3} N A =0}
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5. Definition Fir d € N und
Dq:={0 C R : O offen}

heiBt B, := o(D,) die Borelsche o-Algebra in R?. Elemente
B € 9B, heiBen Borel-Mengen (in RY).

6. Beispiel
(i) A C R abgeschlossen = A € B, da A° offen
iy M C B,
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7. Lemma

Ay,..., A, €8, = A x---x A; € *By.
Beweis. Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-o-Algebra. ]

8. Bemerkung Es gilt B, C PB(R?). Uns werden in dieser
Vorlesung jedoch keine Mengen aus ‘B(Rd)\%d begegnen.

Dazu auch Krengel (2003, p. 127).
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9. Satz Gilt

Vai,...,xqg € R: P(]—00,x1] X + -+ X |—00,2,])
= Q(]—00,z1] X -+ X |—00, 2y))
fiir WahrscheinlichkeitsmaBe P und () auf *B 4, so folgt

P=0Q.

Beweis. Siehe Irle (2001, p. 157). N
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2 Das d-dimensionale Lebesgue-MaB

10. Satz Es existiert genau eine o-additive Abbildung
A By — [0, 00| mit

d
Vai S bz : )\d([al,bl] X+ X [ad,bd]) = H(bz — CL@).

i=1
Diese erflllt
Aila+ Q(A)) = A(A)
furalle a € RY, A € % ; und alle orthogonalen Abbildungen
Q:RY— R?

Beweis. Siehe Meintrup, Schaffler (2005, Anhang A.1)
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11. Definition )\; gem. Satz 10 heiBt Lebesgue-MaB auf ‘B

oder d-dimensionales Lebesgue-MapB.

12. Bemerkung Definiere

() := 10, 1] bzw. |0, 1],

A:={ANQ:Aec B},
P(A) := X\ (A), A e,
Uw) = w, w € .

Dann ist (£2, 2, P) ein Wraum und es gilt U ~ U((2). Siehe
Definition V.25.
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3 Verteilungen

Im folgenden (€2, %A, P) Wrraum und X1,
Setze X = (X1,..., Xy) : Q — R4,

13. Lemma Aquivalent sind:

(i) Xq,..., Xy Zufallsvariablen
(i) VAeB,;: {XeAl e

Vgl. mit Lemma 11.39 im Fall d = 1.
Vgl. Begriff der MeBbarkeit von Abbildungen.

...,XdZQ%R.
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Beweis. (i) = (i)*

{Xi<e}={Xi<a}n[ {X; eR} ={X € A}
Vkal
fir A = R x ]—o00, ¢;] x R4, Da A abgeschlossen,
folgt A € B, und wg. (i) auch {X; < ¢;} € .
(i) = (ii)* Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-MeBbarkeit. []

Fortan X1, ..., X Zufallsvariablen; X heiBt dann auch
Zufallsvektor.

Zufallsvektoren dienen zur gemeinsamen Modellierung mehrerer Aspekte
eines Zufallsexperimentes; bisher etwa bei Unabhangigkeit von

Zufallsvariablen und in Bem IV.33. 203/1



14. Satz
Px(A) =PH{X € A}), Ae‘By,

definiert WahrscheinlichkeitsmaB auf 8 .

Beweis. Klar: Px > 0und Px(R%) = P({X € R%}) = P(Q) = 1.
Fir Ay, Ag, ... € Bypd.und A := .-, A, gilt

204/1



15. Definition Px heiBt Verteilung von X. Im Falle d > 1
heiBt Px auch gemeinsame Verteilung von X1, ..., X und

Px,, ..., Px, heiBen (eindim.) Randverteilungen von X.

Viele Fragestellungen der Stochastik betreffen nicht die konkrete Gestalt
des zugrundeliegenden W’raumes und der betrachteten ZVen sondern nur

iIhre gemeinsame Verteilung. Bsp.: Unabhangigkeit, siehe Satz 21.
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16. Beispiel P Gleichverteilung auf 2 := {0, 1}?
(zweimaliger Miinzwurf) und X;(w) := wj.

Gemeinsame Verteilung von X7 und Xs: fir A € B:

Px(A)=PH{X e AH) =|{weQ:we A}|/4
=|ANQN|/4

Randverteilungen: fur B € B:
Px,(B)=PH{X e BxR})={weQ:w € B} /4
= {w1 €{0,1} : wy € B}|/2=|BN{0,1}|/2

Analog Pyx,(B) = |BN{0,1}|/2.

Insbesondere: Py, = Px,, obwohl X; # Xo. 206/1



Jetzt X{(w) := wy und X7 (w) := wy. Randverteilungen:
Py, = Py, = Py, = Py,
Gemeinsame Verteilung: fir A € *Bo:
Px/(A)=P{X € A}) =|{w € Q: (w,w1) € A}|/4
= H{w' € {0,1} : (W', ") € A}|/2

Also Px # Px. Dies zeigt:

gemeinsame Verteilung ist durch die eindimensionalen

Randverteilungen nicht eindeutig bestimmt

Siehe jedoch Bem. 22.(i).
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17. Bemerkung Jedes W'maB P auf B ist Verteilung eines

Zufallsvektors: betrachte X (w) := w auf dem W’raum
(R, B4, P).

18. Definition X diskreter Zufallsvektor, falls

P({X € D}) = 1 fiur eine abzéhlbare Menge D C RY.

Siehe Defi nition 11120 im Falle d = 1.
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19. Bemerkung Berechnung der Verteilung Px diskreter
Zufallsvektoren X prinzipiell durch Summation der Funktion

R? — R, : 2 — P({X = x}). vgl. Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Genauer: fur X und D wie oben sowie A € *B; ergibt sich

wie auf Seite 190:

Px(A)=P{X € A})= » P{X =u}).

rceAND

Betrachte nochmals Bsp. 16.
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20. Beispiel P Gleichverteilung auf €2 := {1,..., 6}2

(zweimaliges Wirfeln) und
X1(w) = wy, Xo(w) := wy + ws.

Far
D::{:BE{I,...,G}X{2,...,12}

1 <x9—x1 <6}

gilt P({X € D}) = 1sowie P({X = x}) = 1/36 fur alle
x € D.Also

= ) PH{X=ua}) = o6 1AN DI

xcAND

210/1



21. Satz (X1,..., X) genau dann unabhéngig, wenn

VAi,...,Aq € B :

P(ﬁ{xi <A} - ﬁp({X@- c A},

—_— =Px, (4;)
::]?Xf(f11><“'><j4d)

kurz: gemeinsame Verteilung ist Produkt der Randverteilungen.
Beweis. ,<=" Klar.
,—> Siehe Irle (2001, p. 169). Teilaussage in Satz 11.46.

Hier Beweis unter der zusatzlichen Annahme, daf3
Xq,...,X, diskret.
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Wéhle abzéhlbare Menge D C R mit
d

P({X € DY) = P(ﬂ{XZ- c D}) — 1.

i=1
Fir A = Ay x --- x A, folgt mit Satz 11.46 und Bem. 19:

P(NX € A}) = PUX € 4D =3 P(X =3}

1=1 xre ANDA

= Y Y TIPUx =

r1€AND rqg€A4ND =1

HP({Xz' c Ai})
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22. Bemerkung

(i) Falls Xq,...,.X unabhéngig, so ist die gemeinsame
Verteilung Px eindeutig durch die Randverteilungen

Px,, ..., Px, bestimmt. Vgl. Modellierung in Kap. IIl.

Beweis. Verwende die Satze 9 und 21. []

(i) Diskrete ZVen X1, ..., X  sind genau dann unabhangig,

wenn

ve e R': P({X =z}) = || P({Xi = 2:}).

1=1

Beweis. ,="“ Siehe Satz 11.46 bzw. Satz 21. ,<* Siehe Seite 212. o131



4 Absolutstetige Verteilungen und

Zufallsvariablen
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23. Bemerkung Integralbegriffe fiir Funktionen f : R? — R
(i) Lebesgue-Integral (Vorlesung Analysis IV). Spezialfall:

(i) Uneigentliches Riemann-Integral (Walther, Analysis I,
Springer, 1990, §7.20). Spezialfall: FUr abgeschlossene
Intervalle B, CRund B := B; X --- x By C R sei
f|p stetig. Setze B .= BN [—K, K]% Falls
SUPen Jpuo | f(2)] dr < o0, so gilt

/ f(x)dr = lim f(x)dx.
B K —00 B(K)

Berechnung als iteriertes Integral
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24, Definition f : R? — R Wahrscheinlichkeitsdichte, kurz

Dichte, falls f (Lebesgue)-integrierbar mit

f(x)dx =1.
Rd

25. Satz Jede Dichte f definiert durch

P(A) := /Af(x) dz, A €8y,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf ‘B .

Vgl. Satz I1l.3 Gber Wahrscheinlichkeitsfunktionen. Ausblick: singulare

Verteilungen, UBUNG.
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Beweis von Satz 25. Klar: P > 0 und P(R%) = 1.
Far Ay, A, ... € Bypd.und A =~ A; gilt

PA) = [ @) fa)da = [ 3 1a(0)- f(o)do

= Z/Rd la,(z) - f(z)dr = ZP(AZ-)

aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz. N
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Zur Eindeutigkeit von Dichten:

26. Lemma Seien f, g : RY — R integrierbar. Dann sind

aquivalent:

iy VAeDB,;: /Af(@ dx = /Ag(x) dx
(i) Aa({z e RY: f(x) # g(z)}) =0

Beweis. Folgt aus Meintrup, Schaffler (2005, Satz 2.15). N
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Im folgenden: X = (X, ..., Xy) d-dimensionaler
Zufallsvektor auf (€2, 2L, P).

27. Definition X absolutstetig verteilt, falls Px eine Dichte

besitzt. Diese wird ggf. mit fx bezeichnet.
Nun: Modellierung von Verteilungen durch Vorgabe ihrer

Dichten.
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28. Definition Sei B € B, mit Lebesgue-MaB (Lange,

Flacheninhalt, Volumen) A;(B) € |0, oo|. Zufallsvektor (bzw.

-variable) X mit Dichte

heiBt gleichverteilt auf .
Bez.: X ~ U(B).
29. Bemerkung Fir X ~ U(B)und A € B:

B 1 B )\d(A M B)
Px(4) = 57 .[41B(x) =~
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30. Beispiel Dichte und Verteilungsfunktion von

X ~U(la,b]) mita < b:

‘ H

!fX(QO _ b—a’
0,
0,
Fx(z) = ¢ 2,
1

Vgl. Definition 1V.25.

falls x € |a, b]

sonst

falls x < a
falls x € |a, b]

sonst
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31. Beispiel X ~ U(B) zur Modellierung von Pfeiltreffer auf
Dartscheibe, Glucksrad.
Anwendung: Zufallszahlen und stochastische Simulation,

siehe Kapitel IV.
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32. Definition Zufallsvariable X mit Dichte

A-exp(—Azx), fallsx >0
fx(z) =

0, sonst

fir A > 0 heiBt exponentialverteilt mit Parameter A.
Bez.: X ~ Exp()\)

33. Bemerkung Fir X ~ Exp(\)und z > 0:

Fx(x)= X" / exp(—Ay) dy = 1 — exp(—Ax)
0
Klar: Fx(z) =0, falls z < 0.
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34. Beispiel Dichten exponentialverteilter ZVen

0.5
|

— Exp(0.5)
Exp(2)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
|
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35. Beispiel Verteilungsfunktionen exponentialverteilter ZVen

1.0

0.8

0.6
|

0.4

0.2

0.0
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36. Satz Charakterisierung der Exp’verteilung durch Gedachtnislosigkeit
Far ZV X mit

e P({X >0})=1und
o Vi>0: PH{X >t})>0
sind aquivalent:
iy IN>0: X ~ Exp())
(iy Vs, t>0:
PH{X >t+s}|{X >t}) = PHX > s})

Beweis. UBUNG ]

Vgl. UBUNG M:H13 und Winf:H12.
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37. Beispiel X ~ Exp(\) zur Modellierung von
Lebensdauern, Wartezeiten.

Hier: radioaktiver Zerfall, X Zerfallszeitpunkt. Halowertszeit
h > 0 definiert als Median,

P{X <h}) =2,

Man erhalt

h=1In(2)/\.
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38. Beispiel (X;);cn iid, X7 ~ Exp(A) mit unbekanntem
A > (. Problem: Schatze A\ bzw. h = 1In(2) /.
Gem. Kap. V.9 qilt fast sicher

Auf Basis von Realisierungen x; = X;(w) schatzt man h
durch den Median der empirischen Verteilungsfunktion
(empirischer Median). Siehe Beispiel 1V.24.

Warnung.
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39. Lemma Fiir 4 € R und o > 0 gilt

/Ooexp( (x_u)2>dazz\/ﬁ.

- 207
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Beweis. OBdA 11 = 0 und 0 = 1 (Substitutionsregel). Es gilt:

([Lon(-5) %)

| |
§5~."“RD ;§;~."“>
C g
C'D /\
>
O S
P DO
| N |+
IS
N o
\—/v
< s
Q. =
= S
Q. =
AS)
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40. Definition Zufallsvariable X mit Dichte

fX(x)—\/%.exp< (562_05)2>

far 4 € R und o > 0 heiBt normalverteilt mit Parametern p

und o,
Bez.: X ~ N(u,o?)

Standard-Normalverteilung als Spezialfall: 4 = 0 und o0 = 1.
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41. Beispiel Dichten normalverteilter ZVen

0.4

0.3

0.2

0.1

|
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42. Beispiel Verteilungsfunktionen normalverteilter ZVen

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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43. Beispiel X ~ N, 0?) zur Modellierung (MeB)Fehlern.
Siehe auch Kap. VI.3.

44. Bemerkung Keine explizite Formel fur Verteilungsfunktion
Fx, falls X ~ N(u, 0?).
Bez.: ® = Fy, falls X ~ N(0, 1), also

o g e () o

Zur Berechnung von ® und entsprechender Quantile:

Numerik, Tabellen, Plots.
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Nun speziell: mehrdimensionale Dichten.

Analytisches Hilfsmittel: Satz von Fubini.
45. Lemma Falls fy Dichte von Py, so besitzt Py, die Dichte
fx, (i) = fx(T1, 2, T2) d(T1,T2)
Rd—1
mit

L1 = (5131, c o ,5137;_1), X9 = (SL’Z'_H, - ,ZIZ‘d).
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Beweis. Fur A; € Bysei A =R x A, x R Dann

P({X, € A}) = P({X € A}) = /fX

/ /// /f”la--. Ddzg. .. doy

:/ ) fX(fl,ﬂfi,fg) d(§1752) daj’i)
A; JR —1 /

-~

=:g(x;)

und g ist eine Dichte. N
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46. Beispiel Pfelltreffer auf Dartscheibe. Hier

1
= —-1
fx (w1, z2) NG K (71, T2)
mit

K = {(x1,29) € R - :1:% + :133 < r2}
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Also fir x1 € |—7, 7]

2

1 r2—xy
— d _— — . 1d
fx,(71) /RfX(iUb«TZ) T2 = —3 /_ L P
2
_ 2

sowie fx, (x1) = 0, falls |z1| > r. Klar:

fX1 — fX2
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47. Definition Tensorprodukt f1 ® ... ® f; : R — R von
Abbildungen f; : R — IR definiert durch

f1®...® falz) == fi(z1) ...« fa(za).

Vgl. Abschnitt |11.3.

48. Lemma Falls f1, ..., f; Dichten auf R, so ist
i ®...% f;Dichte auf R

Beweis. Klar. Vgl. Lemma lll.14. ]
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49. Satz

(i) Falls X1, ..., X unabhangig mit Dichten fx., so besitzt
X die Dichte

fX:fX1®"'®fXd'

(i) Falls X die Dichte

Ix=/1®...Q Ja

mit eindimensionalen Dichten f; besitzt, so sind
X1, ..., X4 unabhangig mit Dichten fx, = f;.
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Beweis. Ad (i): GemaB Satz 25 und Lemma 48 defi niert

Q) = [ fx .. frfa)ds,  AeB,

ein WmaB auf B 4. Speziell fir A := Ay X -+ X Agmit A; := |—00, b;]

P{X e A =[[PUx e ah) =] [ fufe)do

1=1

:/A T ) gy = Q(A).

Ad j—1

Satz 9 zeigt Px = ().
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Ad (ii): Far Ay, ..., Ag € Brund A := A; X --- x Ay

PUX € A}) = /A fe@de= [ file)do- | fules) doa

Ag

Insbesondere
A;

d.h. f; ist Dichte von X;, und weiter

P(ﬁ{Xi € AZ-}> = ﬁP({Xi c A;}).
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50. Bemerkung Mit Satz 49: Modellierung der ,unabhangigen
Hintereinanderausfihrung” von Einzelexperimenten, deren

Verteilungen Dichten besitzen.

51. Beispiel Pfeiltreffer auf Dartscheibe, siehe Bsp. 46.
Satz 49 zeigt: X1, X9 nicht unabhéangig.

52. Definition d-dimensionaler Zufallsvektor X mit Dichte
| d
—d/2 2
fx(@) = (2m) " exp (2 Z)
i=1

heiBt standard-normalverteilt (in R%).
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23.

Beispiel Dichte einer 2-dim. normalverteilten ZV

;).1: ',‘\

0.06 - - ///IIIII['"O““““ -

0.04 - \
oce- | %WW“‘:‘ iy
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5 Verteilungsfunktionen
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54. Satz Fir ZV X sind aquivalent:

(i) Fx stetig differenzierbar

(i) X absolutstetig verteilt mit stetiger Dichte fx
Gilt (i) oder (i), so folgt F'y = fx.

Beweis. “(i) = (ii)* Nach dem Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung gilt

Fy(z) = / P (u) du.

— OO
Gem. Satz 9 stimmt Px mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf mit der Dichte
F' Uberein.
“(ii) = (i) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. ]

Ausblick: absolutstetige Funktionen. 24711



55. Satz Fur ZVen X auf (€2,21, P) und X" auf (2,21, P)

sind aquivalent:
) X, X' identisch verteilt
i) Py = Py

Beweis. (i) = (i)*: klar. (i) = (ii)*: Satz 9. N
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6 Dichte-Schatzung

Problem: Gegeben: Daten x1, ..., x, € R als Resultate
,unabhangiger Wiederholungen eines Zufallsexperimentes.
Annahme: Einzelexperiment genlgt absolutstetiger Verteilung.

Gesucht: Dichte der Verteilung fir Einzelexperiment.

Hier die einfachste Methode: Approximation der Dichte durch

Treppenfunktion.
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Formale Beschreibung:

o (X,)icn iid-ZVen auf (2,2, P), X absolutstetig verteilt
mit unbekannter Dichte f := fx,.

Jede dieser ZVen modelliert ein Einzelexperiment.

e Annahme: Daten x1, ..., 2, sind eine Realisierung der
ZVen X1, ..., X, d.h. fireinw € ()

r1=X1(w),...,z, = Xp(w)
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Fixiere Folge () )rez von beschréankten Intervallen mit

¢ UkeZIk:R’
° [kﬂ[g:@fﬂrk#g.

~

Definiere stiickweise konstante Dichte f : R — [0, co| durch

fl@):=) e -1(x)

keZ

mit
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56. Beispiel N (0, 2), Intervalle der Lange eins.

Approximation der N(0,2)-Dichte

0.25
|

0.20
|

0.15
|

0.10
|

0.05
|

0.00
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57. Beispiel N (0, 2), Intervalle nicht-konstanter Lange.

Approximation der N(0,2)-Dichte

0.25
|

0.20
|

0.15
|

0.10
|

0.05
|

0.00
|

253/1



58. Definition Histogramm f,(+; x1,...,x,) : R — [0, 00|

zu 1, ...,ZT, € R definiert durch
folx;xy, ... ) = Z Cn (X1, ... 2p) - 11 ()
keZ
mit
o il x).:]{’L’E{l,...,n}:ajiélk}]
n,k\L1ly---y4Ln) - n)\l([k) .
59. Beispiel PROJEKTOR
60. Bemerkung Histogramm f,,(-; x1, ..., x,) ist stickweise

konstante Dichte, die nur auf endlich-vielen Intervallen

ungleich null ist.
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61. Beispiel

Histogramm, n = 1000, Intervalle der Lange eins.

Histogramm, auf Basis von 1000 Realisierungen von iid N(0,2)-ZV

0.25
|

0.20
|

0.15
|

0.10
|

0.05
|

0.00
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62. Satz Fir alle x € R gilt fir fast alle w

lim fn(xSXl(w)v s 7Xn(w)) — f(SL‘)

n—oo

Verscharfung: fast sicher gleichmaBige Konvergenz.

Beweis. Sei x € ;.. Fur
Zz' = 1Ik(Xz)

gilt (Z;)ien iid mit Z1 ~ B(1, p) fur

p=P{X:el}) = 1 f(u) du.

Wende Satz IV.7 an.
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63. Beispiel Vergleich der Schatzung aus Bsp. 61 mit der

Dichte und inrer Approximation aus Bsp. 56.

Vergleich

0.25

0.20

0.15
L

0.10

0.05

)
!
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64. Beispiel Prognosefehler fir Tagesumsatze in

Geldautomat, siehe Kapitel |.

50 —

50 —

40 —

Haufigkeit

20 —

10 —

Wean = -10, 3265
=t Dew . =

1 | HO0E Taes91

-10000,00 -S000,00 0,00 S000,00 10000,00
Fehler3
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65. Bemerkung Fehler der Approximation von f durch f?

Setze ¢ := supycy A1([;). Dann

~~

sup | f(z) — f(z)]

reR

< sup{|f(s) = f(t)| : s,t € R, |s — | < 6},

Anwendbar, falls f gleichmaBig stetig, also speziell falls f

stetig und lim,. . f(x) = lim,_,_ f(z) = 0.
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