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Aufgabe 1: [H]

Eine glatte Funktion f : R — R soll an den Stellen T' = [0, ¢, 1] durch ein Polynom p. der Ordnung 3
interpoliert werden.

a) Geben Sie fiir € # 0 bzw. € = 0 das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung von p. in Monomform
an.

b) Zeigen Sie, dass lim._,g p- = po gilt. Hinweis: Hierzu miissen die Gleichungssysteme aus Teil b) nicht
explizit gelost werden.

Aufgabe 2: [H]

Fiir Vektoren F' = [aq,...,a,] € R™ definieren wir wie iiblich || F||oc := max; |fi|. Sei T = [t1,...,tn] €in
Vektor paarweise verschiedener Stiitzstellen und p € P,, die Losung des Interpolationsproblems (7', F).
Nun werden die Daten F' gestort. Das neue Problem (T, F ) hat die Losung p und es stellt sich die Frage,
wie stark sich p und p an einer Stelle ¢ € R maximal unterscheiden kénnen. Dazu definiert man die

Funktion A st
¢(t) := max M
FF ||F — Flloo
Grofie Werte von c(t) zeigen also, dass kleine Anderungen in den Daten grofie Anderungen des Inter-
polanten an der Stelle ¢ zur Folge haben kénnen.
a) Verifizieren Sie c(t;) = 1.
b) Zeigen Sie c(t) = Y1, |€:(t)|, wobei ¢; das i-te Lagrange-Polynom zu den Stiitzstellen T ist.

¢) Bestimmen Sie ¢(t) explizit fiir T = [—1,0, 1] und skizzieren Sie die Funktion ¢ auf dem Intervall
[—1,1]. Wie dndert sich das Bild, wenn man T = [—h, 0, h] und das Intervall [—h, h] betrachtet?
d[*]) Sei T'= —m : m. Plotten Sie fiir m = 5,10,15,... die Funktion ¢ auf dem Intervall [-m,m] und

bestimmen Sie dort (numerisch) das Maximum. Welche Schlussfolgerungen lassen sich daraus fiir die
Interpolation mit Polynomen hoher Ordnung ziehen?

Aufgabe 3: [M]
Sei p(t) = >, a;t"~" die Losung des Interpolationsproblems (7', F), dann erfiillt der Koeffizientenvek-

tor A = [ay;...;ay] das lineare Gleichungssystem VA = F. Man nennt V' auch die Vandermonde-Matrix
zu den Stiitzstellen T = [ty,...,t,], falls diese paarweise verschieden sind.
a) Geben Sie die Matrix V fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen T = [t1,...,t,] explizit an.

b) Uberlegen Sie sich, dass fiir variables #; und feste Werte fiir alle anderen Stiitzstellen die Determinante
det A ein Polynom in ¢; ist. Welche Ordnung und welche Nullstellen hat dieses? Zeigen Sie damit

det A =[]t —t;).
i<j
Aufgabe 4: [P]
Die Funktion f(t) = e’ soll auf dem Intervall [0, 1] durch ein Polynom p,(t) = Y"1, a;t"~* beziiglich
des L2-Skalarprodukts (f,g) := fol f(t)g(t) dt approximiert werden.
a) Schreiben Sie ein Matlab-Programm

A = L2Approx(n),
das den Koeffizientenvektor A = [aq, ..., ay] bestimmt. Hinweis: Fiir die Zahlen u; := fol et dt gilt die
Rekursion ug =e—1, u; = e — iu;_1.
b) Plotten Sie den Fehler f — p,, fiir n = 4,8,12,16 und diskutieren Sie das Ergebnis.



