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PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1

Ist X ein Banachraum endlicher Dimension, so ist jeder injektive Operator auf X au-
tomatisch auch surjektiv und umgekehrt. Das gilt in beliebigen Banachrdumen nicht.
Geben Sie Beispiel von beschréankten, linearen Operatoren auf einem Banachraum an,
die injektiv aber nicht surjektiv, bzw. surjektiv aber nicht injektiv sind.

Losung: Die Aussage iiber endlichdimensionalen Rdumen ist aus LinAlg I bekannt.
Auf £? ist das Linksshift nicht injektiv aber surjektiv, und das Rechtshift ist injektiv
aber nicht surjektiv.

Aufgabe G2

(a) Sei K C C kompakt und nicht leer. Zeigen Sie dass, es einen stetigen Operator
T auf (2 gibt, fiir den o(T) = K.
Hinweis: Multiplikatoren!

(b) Sei X := L?((0,1)) und Af := f' mit D(A) := {f € H*((0,1)) : f(1) = 0}.
Zeigen Sie, dass A abgeschlossen ist. Bestimmen Sie das Spektrum von A.

Losung:

(a) Sei K C C kompakt und nicht leer. Wir nehmen eine abzéhlbare dichte Menge
{m1,ma,...} C K (siehe Satz 2.3). Wir setzen T(z,,) = (myz,). Dann gilt
o(T) = {m1,ma,...} = K (siche Aufgabe H1 auf Ubungsblatt 13).

(b) Sei A € C beliebig. Aus Analysis wissen wir, was die Losungen des Problems
A — f = gsind: f(z) = le eM*=5)g(s) ds, so ist f(1) = 0 auch (Variation der
Konstanten). Dieses Argument gilt allerdings fiir g € C([0, 1]). Fiir g € L%((0,1))
ist das obige f absolut stetig, also gilt A f— f/ = g fast iiberall. Ferner ist das obige
f die eindeutige Losung zu unserer Gleichung, also ist T'g := f ein wohldefinierter
linearer Operator, welcher auch stetig ist, denn || Tg|l2 < [[e*® )12 - |gllz2.
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Damit ist 7' die stetige Inverse von A — A, und so gilt A € o(A). Dies zeigt
o(A) = (. Da die Resolventenmengen nicht leer ist, folgt die Abgeschlossenheit
von A.

Aufgabe G3
Eine Funktion f :R? — C heifit schnell fallend, falls

lim z%f(z) =0, VYae NI

|z|—o00
Der Raum
S(RY) = {f € C®(R?) : D*f schnell fallend fiir alle a € N3}.
heifft Schwartzraum.

(a) Geben Sie Funktionen f an, die in S liegen.
(b) Zeigen Sie, dass ¥ : S — S.

Loésung:

2

(a) z.B. e ™.
(b) Sei p : R? — C ein Polynom. Nach Voraussetzung ist D% f € L'(R?) fiir alle
a € N&, dh. Dopf € Cop(RY). Nach Satz 18.5 gilt

— o — —

2’Df = 2P (—iz)o f = —ilN(i6)° (—ix)o f = =P DA (—ix) f,  a,p € NG,

d.h. 28D f € Co(RY). Also ist f € S.



