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13. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei X := C([0,1]) und A : X D C([0,1]) — X, Af = f'. Berechnen Sie o(A4) und
Po(A).
Losung: Offenbar 16st f)(z) = e*® die Gleichung A fy— f} = 0, d.h. Po(A) = o(4) =
C
Aufgabe G2
Es sei X = C([0,1]) und wir definieren fiir g € C([0, 1]) den Operator
My: X —-X, fr—gf.
(a) Zeigen Sie, dass M, € L(X) gilt und die Abbildung ® : X — L(X), g — M,
eine Isometrie ist.
(b) Bestimmen Sie zu vorgegebenem ¢ das Spektrum von M,

(c) Fiir A € o(M,) geben Sie die Resolvente R(\, M) an
(d) Unter welchem Annahme an g ist Po(M,) # 0.

Loésung:

(a) Klar ist M, € L£(X). Die Abbildung & ist linear, denn z.B. ®(f+g)h = My 4h =
(f+9)h = fh+ gh = Msh + Myh. Ferner ist ® eine Isometrie, denn ||®g| =
SUP|| £l <1 lgflloo < |9lloos und [[(®g)1|lcc = ||lgllcc (hier ist 1 die konstante 1

Funktion).

(b) (c) Das Spektrum von M, ist g([0,1]), denn fiir A ¢ g([ 1)) gilt 1/(A —g) €
C([0,1]) (g([0,1]) ist kompakt!), und so ist M;,_q) € L(X) die Inverse von
A— M,.

Falls A € ¢([0, 1)) ist, existiert ein « € [0, 1] mit A—g(z) = 0, d.h. (A — My)f) (z) =
0 fiir alle f € X. Daher ist A — M, nicht surjektiv.
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(d) Ein A € C gehért zu Po(M,) genau dann, wenn {x € [0,1] : g(x) = A} eine
offene Umgebung U enthilt.
Wihle f € X mit supp f C U. Dann gilt:

Af = Myf =0,

d.h. A € Po(M,).

Umgekehrt, sei A ein Eigenwert und f ein Eigenvektor. Da 0 # f € X ist,
existiert eine offene Menge U mit f # 0. Auferdem gilt

Af—g9f =0,
dh.g=AinU.
Aufgabe G3
Es sei X ein Banachraum und 7' € £(X). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ro(T) = Po(T").
(b) Wenn T eine Isometrie ist, so gilt Ac(T) C{A € C: |\ =1}
Losung:

(a) Nach Hahn-Banach ist im(\ — 7T") nicht dicht genau dann, wenn ein 0 # ¢ € X’
exisitert mit ¢|j(a—7) = 0. Die letzte Aussage ist aber zu A € Po(T") dquivalent.
So folgt die Behauptung.

(b) Sei A € Ao(T), d.h. existiert eine Folge (z,) C X mit ||z,| = 1 und ||Az, —
Tx,| — 0. Es gilt H)\‘Hl’nH — HT:L‘nH{ < ||Azp, — Txn|| — 0, also 1 = [|z,] =
[Txn| — [[All, d-h. [A] = 1.

Hausiibung

Aufgabe H1

Es sei X := ¢2, und (m,) € K und wie definieren den lineare Operator M(z,) =
(my2,) mit maximalem Definitionsbereich, d.h. mit

D(M) := {(x,) € £*: (mpxy) € £}
Ferner seien die Operatoren R, L definiert durch

R:(x1,22,...)
L:(x1,22,...)

= (071’1,%2,...)
— (x9,x3,...).

Bestimmen Sie den Spektralradius, das Punktspektrum, das approximative Punkt-
spektrum und das Residualspektrum dieser Operatoren.
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Losung: M ist beschrinkt genau dann, wenn (m,,) € £*°. In diesem Fall ist 7(M) =
(M) |loo- Klar ist Po(M) = {m,, : n € N}. Wir zeigen o(M) = {m,, :n € N} =: S.
Hier ist “O” klar, de das Spektrum abgeschlossen ist. Sei jetzt A ¢ S. Dann ist der
Multiplikator N(z,) := (x,/(A — my,)) beschréankt und die Inverse von A — M. Also
gilt “C” auch. Da do(M) C Ao(M), gilt Ac(M) = o(M). Es gilt M = M, d.h.
Ro(M) = Po(M') = Pa(M).

Es gilt |R|| = ||L]]| = 1 also »(T) < 1. Es gilt A(xy,) — L(zy) = (Azp, — Tpy1), also
(A—L)(x,) = 0 heikt Az, — 2,41 = 0 fiir alle n € N. Also 2,11 = A" ‘2. Fiir 1 #0
liegt dies in ¢? nur dann, wenn |A| < 1. Also Po(L) = {\: |\| < 1}.

Es gilt A(z)—R(zy,) = (Ax1, Axa—2x1, A&3—29, - - - ), also fiir A # 0 heifit (A—R)(z,,) =
0 dass 1 = 0 und so induktiv x,, = 0. Ist A = 0, folgt sofort auch (x,) = 0.
Dies Zeigt Po(R) = (. Wir sehen {\ : |\ < 1} C o(L) C {X : |A] < 1}. Also
folgt o(L) = {A : |A\| < 1}, denn das Spektrum abgeschlossen ist. So folgt auch
o(R) ={A: Al <1}.

Aus Aufgabe G3 (a) folgt Ro(R) = {\ : |A\] < 1} und Ro(L) = (. Der Operator R
ist eine Isometrie, also liefert Aufgabe G3 (b), dass Ac(R) C {\ : |A| = 1}, damit ist
auch Ac(R) ={\:|A\|=1}.Da{\: |\ <1} =0(L) = Ro(L)UAc(L) =0 U Ac(L),
folgt Ao(L) = {X: || <1}

Aufgabe H2

Sei X ein Banchraum.

(a) Sei A: X D D(A) — X ein abgeschlossener Operator und A — A bijektiv. Zeigen
Sie, dass A € p(A).
(b) Sei A : X D D(A) — X ein Operator und p(A) # (. Zeigen Sie, dasst A
abgeschlossen ist.
Losung:
(a) Man zeigt leicht, dass (A — A)~! abgeschlossen ist. Daher folgt mit dem Satz des
abgeschlossenen Graphen die Stetigkeit von (A — A)~!, d.h. X € p(A).

(b) Definition nachrechen und die Stetigkeit der Resolvente verwenden.



