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rlsut�vxwWy{ze|G}>~����$���Z�������$�����0�\�W���0���$���x�

�{�#� � � �W�����$��� � � & � � ���$�����0� �U���#��� �$���$� ��� � � � &0� ��� � � -� 0/�-
/ % � � ���P��� �¢¡£�#� ��� �#�����#�¤� �$��� � ��� �¥ ����� ��¦�� ���a� �#�¨§�© � � � � �«ª � ��� � ��¬
rlsut�vxwWy{ze|a

&Z� �
W1 ⊂ Ω

�®���
W1 ⊂ Ω

�
u ∈ H1(Ω)

�
ξ ∈ C∞

c (W1)
�®���

ξ ≥ 0
�
v = −D−h

k (ξ2Dh
ku)~°¯ ¦ � / � � � � � ���W� ¦ ���W���

A :=
d

∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iv∂ju.

± � � ¦�� � & � � ��� � ���
A ≥

α

2
‖ξDh

k∇u‖2
L2(Ω) − C‖∇u‖2

L2(W1),�®��� � ��� �#� ¯����
u
�W� ��² � © � ¦ � ¦�� ��³´������� � �µ� �

C > 0
�W���¶� �#�´· ������¸W��������� © ������������� � �µ� �

α
/

¹?º¼»�½¤¾#º�¿�Àx± � � ¦�� � & � � ���W� © �������
~ � �

〈v,D−h
k w〉L2(Ω) = −〈Dh

kv, w〉L2(Ω)
�
v, w ∈ L2(Ω)

�
|h| < dist (supp v, ∂Ω)

/~ ² �
Dh

k (vw) = vh
kDh

kw + wDh
kv
�
v, w ∈ L2(Ω)

�®���
vh

k (x) = v(x + hek)
/

ÁÃÂBÄ sÆÅ!v!Ç & � � � �E· ¯ � ������È ��� ��� � �u���ÊÉ �#��� �µ��� � � ·{Ë � � ���$��������³ � ¸W��� � � * /Ì 0/�- �BÍ��W� /�-
/
rlsut�vxwWy{ze|ÏÎ'~ §�� �W� � �W�ZÐµª � ��� ²Ñ� �0��� ¦ �W� ¦ �&Z� �

∅ 6= Ω ⊆ R
d ��É � ��� ²Ñ� ����� ��© �W�Z�«�®��� C1 Ò ª � ��� /&Z� � � �

aij ∈ C1(Ω)
�
1 ≤ i, j ≤ d

�W���
a0 ∈ C(Ω)

�
a0(x) ≥ 0

¡ � �nÓ�� � �
x ∈ Ω

/ % � � � � ��� � ��0� �E· ������¸W��������� © ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦ ¯�� ��� ��� À
n

∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > α|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ R
d,
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α > 0
/ � � � ± � � �«�$���®� � �^� � � ¡ ��� ¦�� ��� � È � � ² � � �a�Ã� � �^��� ¦�� � � �W�µ� �¶§�� �W� � �W�ZÐÈ � � ² � � �a�B���a�$ñ
� � �



























−
d

∑

i,j=1

∂j

(

aij∂iu
)

+ a0u = f
���

Ω

−
d

∑

j=1

νj

(

d
∑

i=1

aij∂iu
)

= g
� � ¡

∂Ω.

~ § È¤�

~ � � ·n�ò¡ �W�����¨�0� �\ó �W�W�µ���$���
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)

~ § È¤��������� � ��ô
�
u õ�ö�÷ ¿�¿¢º�¿�ø¢ù0¾?ú�û�¿�üZ»µý ¯����~ § È¤� / · ��� �\ó �W�W�µ���$���

u ∈ H1(Ω)
� � ��ô
� ¿#ø#ùþ½ ÷ ø¢ù0¾?ú!û�¿�üZ»µý ¯����ï~ § È¤�#� ¡ÿ� ���$�

a(ϕ, u) =

∫

Ω

∑

i,j

aij∂jϕ∂iu +

∫

Ω
a0ϕu = −

∫

∂Ω
ϕg dσ +

∫

Ω
ϕf, v ∈ H1(Ω).

± � � ¦�� � & � � ��� � ��� Ó�� � � �Z� � �����$����� ��� ñ
���W� ¦l� ����� � ��� � ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦ �$�����W�W���Ï�W� Ò¦�� � � � � � �$��� � ��� � ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦
u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)

���®� �#�«� ����� � ��� � �Z� � �����$����� �
� ñ
���W� ¦ /~ ² � % � �u²Ñ� � ��� ���µ� � �®�þ�W�®�0� � �����^� ¦�� � � ª � ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦ ��� / � /

g = 0
/ ���#�¤� �$� � � & � � ��� � ���� ��� ��� ����� � �W��� ¦�� ������� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦

u ∈ H1(Ω)
����~ § È¤� ��� �$����� �#� ��� ¡ÿ� ���$�

a0(x) ≥ α0 >

0
/ ó��#� � �#�«¦ � ² � � � � ��� � ¯����

f
�W� ��² � © � ¦ � ¦�� ³´������� � �µ� �

C
�0����� � ��� �0� ��� ñ
���W� ¦

u
�0� �¥ ² ����� © �����W� ¦

‖u‖H1(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)
�#�ò¡ �W����� /

¹?º¼»�½¤¾#º�¿¤· ��� � ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦���� �$����� �#� � � ������� ¡£� ���$�
aij ∈ L∞(Ω)

�W���
a0 ∈ L∞(Ω)

/~���� &Z� � Ó�� �����
a0 = 0

�
g = 0

�W��� ∫

Ω f = 0
~°�W���

Ω
����� � �®� � �W� © � ¦�� ���B� / &Z� ��� �

M :=
{

u ∈ H1(Ω) :
∫

Ω u = 0
} / ± � � ¦�� � & � � ��� � ���Ï�0� ��� ñ
���W� ¦�� �'� � � � ������¸W��� Ò����� � �
	 ���W���\�W�®¸ � � ² � � �^� � ����� � ñ
���W� ¦�� �l¯�����~ § È¤�{������� / ��� � � ��� ñ
���W� ¦�� ��������� ² �$�� � ¡ ¥ �W�0�����$��� � ��� �#� ³¨������� � �þ� �U� ����� � �W��� ¦^²Ñ� �������®�\� /~��B� ¥ � ¦�� �����®� � ���þ� � ��� � �n� ² �#� � � �W¸W� � ���

u0 ∈ BC2(Ω)∩C1(Ω)
¦ � ² ���
�0� � �0� � ª � ��� ²Ñ� Ò�0��� ¦ �W� ¦ ��� ~ § È¤� �#�ò¡ �W�������x� � � ¦�� � & � � �x� � ���U~ § È¤� � ��� �U� ����� � �W��� ¦�� ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦²Ñ� ����������� ¡ÿ� ���$�«�0� � ���D~ ² � � �a�0� � ³´� �� ��� � �þ� � � ¦�� ��� � ����� �E��� �0��� ¦ �W� ¦�� � �#�ò¡ �W�����´������� /

¹?º¼»�½¤¾#º�¿�� �¨� �a¡ ��� ¦�� ��� � ¥ ����� ��¦�� � ������� ²Ñ� � � �W�þ���W���2��ñ��W� � � ���W� � ���#��� �$�l¯ �#����� ��� � ����#� � � � /
~ � �
����s�� z���z�������� w��°z! · � ��� �$����� �#� � � ��� � ��� � ��� ¦��?ó �W�W�Z���$���

ν : ∂Ω → R
d �W����� � ��� ¡ � �Ó�� � � �

x ∈ ∂Ω
� �#�\�{� �Z��� �

ν(x) = (ν1(x), . . . , νd(x))
� �#�U© �Wô �#���l§ � � � � � � �µ¯ � �µ��� �¯����

∂Ω
���¶Èn�W�W�Z�

x
�$��� / ó��#� � �#�´¦ �����

|ν(x)| = 1
/~ ² �
�#"�w�Å�$&%�Å('�zþv)��w��* ó � � � ���

f : ∂Ω → R
�$����� � � ª � ���0���þ� �#¦
��� �!¯����

f
� ��+ �W� �#� �«�0� � ���

∫

∂Ω
f dσ,

� � ² � �
σ
� � �-, ² �#�#.x© ��� � Ò 	 � ô ² � � � �$���W� � � /

(
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u ∈ C1(Ω)
/ � � �W� ¦ �����

∫

Ω

∂u

∂xi

dx =

∫

∂Ω
uνi dσ

¡ � �
i = 1, . . . , d.

~��B�
�#=-�)%�Å1>�w!�@? 6BA Å!v(�°zC%D> 9 sÆÅuvE · � ¦ ����� À
‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇u‖L2(Ω), u ∈ M.

ÁÃÂBÄ sÆÅ!v!Ç
~ � �jÈ ��� ��� � ��� �GF �þ� �#¦
��� ���$��� /~ ² �

a
�$���«��� � ��� ¦ �W���Ï��� �#� ����¯Ñ��� �

a(u, u) ≥ α(‖∇u‖2
L2(Ω) + α0‖u‖

2
L2(Ω) ≥ α′‖u‖H1(Ω).� � � �#�E��� �$����� �#� � � ��� �U� ����� � �W��� ¦�� � ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦

u ∈ H1(Ω)
¯���� ~ § È¤�´�W�����0� �¦��#� �W�������þ� � ¥ ² ����� © �����W� ¦P¦ �����U~°¯ ¦ � / ��� � �$���W� � � Ò ª � ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦�� �x� /~���� §�� ��� &0� ��� - ( /Ì. ²Ñ� ����������� � �H	 ���W���\�W�®¸ � � ² � � � � ��� ��� ����� � �W��� ¦���� ñ
���W� ¦

u ∈ M~ ����� ���µ� �
À ¥ ���u� �#� Èu������� ���JI Ò*K � ¦ � � �$���µ�W� ¦\¡ ��� ¦ ����� � ���u�0� ����� �0��� ¦ �W� ¦ ��� &0� ��� - ( /Ì. ~�����#�ò¡ �W�������$����� / % � � ����³¨� � ����� ��� - ( /�- )U�#� � � ��� � � � � � �Z� � ����� � �L	 ���W���\�W� � ��� � ����� ��� ��� �
� ñ
���W� ¦ ¯����ï~ § È¤���$��� /&Z� � � �

u1, u2 ∈ H1(Ω)
� �¤� �!����� ��� ��� �M� ñ
���W� ¦�� � ¯����D~ § È�� / � � �W� ¦ ����� À

a(ϕ, u1 − u2) = 0, ϕ ∈ H1(Ω),����� ²Ñ� ������� �#���´¦ �����
‖∇(u1−u2)‖L2(Ω) ≤ αa(u1−u2, u1−u2) = 0

��� / � /
u1−u2 ≡ K¡ � �j� ���

K ∈ R
/ ,´É � � ²B��� �$���

u1 + k
¡ � �«Óò� � � �

k ∈ R
� ��� � ����� ��� ��� �N� ñ
���W� ¦ ¯����~ § È¤� /

~��B� &Z� ��� �
f̃ = −

∑d
i,j=1 ∂j

(

aij∂iu0

)

+ a0u0
�W���Ï�$ñ
� �

a(ϕ, u) = 〈ϕ, f − f̃〉L2(Ω), ϕ ∈ H1(Ω).� � �W�a�$���
ϕ + u0

� ��� � ����� ��� ��� ��� ñ
���W� ¦ ¯����ï~ § È¤� /
OQP hGRxo\p�hjmUq

rlsut�vxwWy{z�Se}>~ §¨� �W� � �W�ZÐµª � ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦ �
��������²Ñ� ��� � � & � � ¥ � ¡°¦þ��²Ñ�:T  0/

rlsut�vxwWy{z�S S~���� � �$���W� � ������� � ��È � ���W����¸x�
&Z� �

H
� ���VU¨��� ² �#� � ��� �W�a�

a : H × H → R
� ��� � ��� � ��� ¦�� ����WZ�®� � � � �$����� � �B��� �#� ����¯ �U&Z� � Ë �W����� Ò� �����ò¡ � � � �W���

ϕ ∈ H ′
/ ���#�¤� �$� � � & � � �0� ��¡ ��� ¦�� ��� � � ¥ ����� ��¦�� � À
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~ � � · � ¦ � ² � ¦�� � � � � ���

u ∈ H
�®���

a(v, u) = ϕ(v)
¡ � �´� ��� �

v ∈ H
/~ ² �j� � � ó �W�W�µ���$��� � �

F (v) :=
1

2
a(v, v) −<ϕ(v), v ∈ H,²Ñ� ��������� ¦�� � � � � ��� ��² �������W� � �X	 ���W���\�W�a�B� � �«���

u
~°¯ ¦ � / ~ � ��� � � ¦�� �����®� � � � � � � /

¹?º¼½¤¾¢º¼¿Y�Æ± � � ¦�� � & � � ��� � ��� � � � ���
α > 0

¦ � ² �������®� � ��� ¡ � �´� ��� �
v ∈ H

¦ ����� À
F (v) − F (u) =

1

2
a(v − u, v − u) ≥

α

2
‖v − u‖2.

ÁÃÂBÄ sÆÅ!v!Ç
~ � � §�� ���X� � � &0� ���l¯���� �!�@� ÐC	¶��� ¦
��� � ��� �$����� �#� � ¦�� � � � � ���D��� � ��� ¦��#� �W���ï��� � ��� ¦ ���þ¯ �#� Ò��� �#��²B�����#� �Ñ����� �������#� ,¨¸ �#��� ��� � �®���

a(v, w) = (v,Aw)
¡ � ��� ��� �

v, w ∈ H
/ ¥ �Wô �#� � � ���� �$����� �#� �!� � ���U� � � ª«� � ��������� � �j� ��� ����� � �����W� ¦ � � ��� ¦�� � � � � ���

z ∈ H
�®���

ϕ(v) = (v, z)¡ � �¨� ��� �
v ∈ H

/ � � �W�a�$���
u := A−1z

� � � � ����� � �W��� ¦^²Ñ� �������®�j� �\· � � � � �µ�´���
H

�®���
a(v, u) = (v,Au) = (v,AA−1z) = (v, z) = ϕ(v).

~ ² � ���#�¤� �$��� � �XU¨��� ��� �$� � � À
F (v) − F (u) = 1

2(a(v, v) − a(u, u)) −<ϕ(v − u)
Z\[J]
= 1

2 (a(v, v) − a(u, u)) −<a(v − u, u)

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v − u, u) + a(v − u, u))
)

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v − u, u) + a(u, v − u))
)

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v, u) + a(u, v) − 2a(u, u))
)

= 1
2

(

a(v, v) − a(v, u) − a(u, v) + a(u, u))
)

= 1
2a(v − u, v − u),� �$���U��� �¢¡£�#� �«�0� � ³´� �#� ����¯µ��� © �«�0� ��¦��#� �W�������þ� � ¥ ² ����� © �����W� ¦ / �¨� � ��� � � ¦ ���W� � ���

F (v) ≥
α
2 ‖v − u‖ + F (u) > F (u)

� ¡ÿ� ���$�
u 6= v

� � � ��� ���´�0� �\��� � � �W¸W���W� ¦P¡ ��� ¦ � /

^


