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������� �#�����#� & �$�
�Y���������#���
B ∈ L(L2(Ω),H1

0 (Ω))
�
Bf = g � ��� 〈ϕ, f〉L2(Ω) = 〈ϕ, g〉H1

0
(Ω)���/�$�����$�#��� .���z��� �#�����#� & �$�
���������

a : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) → C, a(u, v) =

∫

Ω

∇u∇v

�#�����G�����#�������
�Y�����#��������� & �������Y�� ����������¢¡���� � �$��� .�¤£�� & �#�
f ∈ L2(Ω)

. � �#�����#� & �$�
���������
−∆u = f,

���
Ω

u = 0,
���/¡

∂Ω

� - �
�#�����G�¥£�¦�§���£�¦���¨�©
���Y�Y�

u ∈ H1
0 (Ω)

� �������������Y� . ¦ .
〈∇ϕ,∇u〉L2(Ω) = 〈ϕ, f〉L2(Ω), ϕ ∈ H1

0 (Ω).� �#�����#� & �$�G���Yª��#���Y� � �D�������«�/�$�_¨�©
���Y�Y�R�Y�#�­¬®����£¥¦D¯������Y�Y�
‖u‖H1

0
(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)

� ( �
� ���°�#�����#�������

f
�Y�D���Y¦D¯��Y�
�����#�'±­�������¥�������

C > 0
���#��²Y�
� .�% �������³¦D¯��Y�
�°�/�$�����±®�������¥�����������z´�¤�D��� �#�����#� & �$�
�Y�����¥�«���/¡

H1
0 (Ω)

�/�Y��£¥¦
〈f, g〉

H̃
=

∫

Ω

∇f∇g
�#���µ¯����Y������ $�#������� & �
�� �����¶Y����·

�/�Y�]�­�Y��¸��Y�$�#���­§¹����� .�% �$��§¹�����]�«���$£�¦º�/�$���®���/¡p�/�$�A¬­����£¥¦D¯������Y�Y�»� ( �«������´
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áÆâDã uåä!x!æ
�����lç}�­�
�� ���è

〈ϕ, f〉L2(Ω) ≤ ‖ϕ‖L2(Ω)‖f‖L2(Ω) ≤ ‖ϕ‖H1

0
(Ω)‖f‖L2(Ω),� . ¦ .

〈·, f〉L2(Ω) ∈ (H1
0 (Ω))′

�Y���
‖〉·, f〈L2(Ω)‖(H1

0
(Ω))′ ≤ ‖f‖L2(Ω)

. é ��£�¦3�Y� � & ����������µê­�$�������Y���/�$�����$�#���
g ∈ H1

0 (Ω) � ���
〈ϕ, f〉L2(Ω) = 〈ϕ, g〉H1

0
(Ω)�Y���

‖g‖H1

0
(Ω) = ‖〈·, f〉L2(Ω)‖(H1

0
(Ω))′ ≤ ‖f‖L2(Ω)

.«& �#�����
Bf := g

.à% �#���#�'�Y�#�çp�����Y�#�Y�����
���#���ë�$���
B
 ���������� .���z� % �#���#�

|a(u, v)| =

∫

Ω

∇u∇v ≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1

0
(Ω)‖v‖H1

0
(Ω)

�$���
a � ��� M = 1

�����#����� .�ì ���í�Y�#�}îå������£�����ï�·�ð®�Y�
 $�#�$£�¦��Y�Y�È�#��¦D�� ����#�È§¹���í¡¤²Y�
u ∈ H1

0 (Ω)

‖u‖2
H1

0
(Ω) ≤ ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω) ≤ (1 + Cp)‖∇u‖2

L2(Ω) = (1 + Cp)a(u, u),� . ¦ .
a
�$���¹���]�#������� � ��� α = 1/(1 + Cp)

.�¤£�� ì ���­¨!���]· ì �� ��
�¥� � ¡¤�� ��
���������¥�
A ∈ L(H1

0 (Ω)) � ���
a(u, v) =〉u,Av〈H1

0
(Ω), u, v ∈ H1

0 (Ω)���/�$�����$�#��� .Y% ���«�Y��¸��Y�$�#���#�
u = A−1Bf

�����
  . ���������D�����Y�d�
�� ��
∫

Ω

∇ϕ∇u = a(ϕ, u) =〉ϕ,AA−1Bf〈H1

0
(Ω)=〉ϕ,Bf〈H1

0
(Ω)=〉ϕ, f〈L2(Ω), ϕ ∈ H1

0 (Ω).

ñ ����§à�#�����#���#�
‖u‖H1

0
(Ω) ≤ ‖A−1‖L(H1

0
(Ω))‖B‖L(L2(Ω),H1

0
(Ω))‖f‖L2(Ω) ≤ (1 + Cp)‖f‖L2(Ω)�¤�D� % �#���#�ò�Y�#�Gîw������£�����ï�·�ð®�Y�
 $�#�$£�¦��Y�Y�ó�������3�Ú�#�$�Y� & ���� �����¶Y���]�/�Y�����n¯����Y���
�� $�#��� .!% �$��������z���#��¦D�� ����#�º§¹���

M = 1
�Y���

α = 1
�z�� $���

‖∇u‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω).�¤��� & �#�
u1, u2

��£¥¦�§���£�¦��W¨�©
���Y�Y���#�d���F� - � .Dñ ���Y�°�
�� ���ô
〈∇ϕ,∇(u1 − u2)〉L2(Ω) ≤ 0, ϕ ∈ H1

0 (Ω).ÞØ�����Ú���������Y�#���
�
‖∇(u1 − u2)‖L2(Ω) = 0

�]� . ¦ .
u1 = u2

�D��£�¦Ü�¤�D� . ¬® $���l�$���¹�/�$�A¨�©
���Y�Y��#�����Y�#�Y����� .
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& �#�
H

�#���µö®�� �� �#�����¥��� � �
N,M ⊂ H

�Y���
U
�#���µð­�����#���¥��� � �����

H
.

����� & �#�
x, y ∈ H � ��� x ⊥ y =⇒ ‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2

�¤îp÷]��¦D�������¥����� .���z�
M⊥

�$���«�#���º���Y������£¥¦Y $�
�����#���#�­ð®�����#���¥��� � �����
H
.�¤£��

N ⊆ M =⇒ M⊥ ⊆ N⊥�¤�D�
M ⊆ M⊥⊥ = lin(M)�¤����ø��#�Ú�#� & �$�Gù��#�$��¶Y�$�# $�������ºê®¯�� � �#� H

�Y���
U
�������¥�È�������

U 6= U⊥⊥
.

áÆâDã uåä!x!æ
����� & �#�

x, y ∈ H � ��� x ⊥ y
.�ñ ���Y�°�
�� ���è

〈x + y, x + y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + ‖y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

���z� & �#�
un ∈ M⊥ � ��� un → u

.Yñ ���Y�d�
�� ��«¡�²Y�
m ∈ M

0 = lim
n→∞

〈m,un〉 = 〈m,u〉,

�� $���
u ∈ M⊥

.�¤£�� & �#�
x ∈ M⊥

.�ñ ���Y�n�
�� ��
〈x, y〉 = 0

¡¤²Y�à�� � $�
y ∈ M

��� . ¦ . �������Ú���������Y�#���
〈x, y〉 = 0

¡¤²Y��� � $�
y ∈ N

���� $�¥�
x ∈ N⊥

.�¤�D�lç}�­���#��²Y�
�®� . � . ���������
M⊥⊥ = linM

.ú
⊃
è�û­üý�#�����$£�¦��� ��$£�¦ó�
�� ��

M ⊂ M⊥⊥
�Ú�� $��������£�¦

lin M ⊂ M⊥⊥
.zñ �º� ���
  . ���z���

M⊥⊥���Y������£¥¦Y $�
�����#�º�$�����]¡¤�� ��
�
M⊥⊥ = linM

.ú
⊂
è & �#�

x ∈ M⊥⊥ ∩ (lin M)⊥
���]�
  .ý& ����� -
- . - ) � .Úñ ���Y�I�$���

x ∈ M⊥ \ M⊥⊥⊥
�Ú�� $���

x = 0
�Y���

M⊥ ⊂ M⊥⊥⊥
.�¤��� & �#�

H = `2
�Y���

U := c00 = {(xn) ∈ K
N : xn 6= 0

���Y�¹¡¤²Y�«�#���/ ��$£�¦µ�]�$�# $�
n}

.�ñ ���Y��$���
U
�/�$£�¦��­���

H
���� $���

U⊥⊥ = H 6= U
.

þ7ÿ j��zq_r�jloWs
tnuwv�xzyY{}|��3�
� �°y����
	���y�u
��� & �#�

D := {z ∈ C : |z| < 1}
.�ñ ���Y�d¦��#��ª
�

H2(D) :=
{

f : D → C
¦��� $� � ����¶Y¦ � ��� sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f(reit)|2 dt

}

ö������/÷��¥��� � . � �#�����#� & �$�G�/�$�ë¡��� ����#���Y�#�º¬®�����¥�����#��è

�
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f : D → C
¦��� $� � ����¶Y¦ � ���¹îw�����#�Y�����#��¦��#�������������# � ��Y�Y� f(z) =

∑∞
n=0 an(f)zn

�/����
�� ��
f ∈ H2(D) ⇐⇒ (an(f))n∈N ∈ `2.���z���å²Y�

f, g ∈ H2(D)
���/�$�����$�#���

(f, g) := lim
r→1−

1

2π

∫ 2π

0
f(reit)g(reit) dt,

�Y���d���«�
�� ��
(f, g) = 〈(an(f)), (an(g))〉

�D§ ���Ú�#�
〈·, ·〉

����� & �
�� �����¶Y�����/�Y�]�­���
`2

�$��� .�¤£�� ñ �$���Y�Y�Y�]���$�����#�
ek

���Y��¸��Y�$�#���µ�/�Y��£�¦
ek(z) := zk

�
k = 0, 1, 2, . . .

�Æ¡���� � �#�'�#�����û®����¦�������� � �� ��D�����$�ë����� H2(D)
.

áÆâDã uåä!x!æ
����� % ���«�Ú�����D��£�¦����#�º���Y�D¯�£�¦������z��������¡¤²Y�­�� � $�

0 ≤ r < 1
è

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∞
∑

k=0

ak(f)rkeikt
∣

∣

∣

2
dt =

1

2π

∫ 2π

0

(

∞
∑

k=0

ak(f)rkeikt
)(

∞
∑

m=0

am(f)rme−imt
)

dt

� ����£¥¦�÷�·�îp���]�/�Y���
=

1

2π

∫ 2π

0

∞
∑

k=0

k
∑

m=0

ak(f)rkeiktam(f)rme−imt
)

dt

�
  � . ±­�������#�����#�Y�
=

∞
∑

k=0

k
∑

m=0

1

2π

∫ 2π

0
ak(f)am(f)rk+mei(k−m)t dt

=
1

2π

∞
∑

k=0

k
∑

m=0

ak(f)am(f)rk+m

∫ 2π

0
ei(k−m)t dt

=

∞
∑

k=0

k
∑

m=0

ak(f)am(f)rk+mδkm =

∞
∑

k=0

|ak(f)|2r2k.

⇐
è & �#�

(an(f)) ∈ `2 .Dñ ���Y�µ�
�� ��
sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f(reit)|2 dt = sup

0≤r<1

∞
∑

k=0

|ak(f)|2r2k ≤

∞
∑

k=0

|ak(f)|2 < +∞,

�� $���a�$���
f ∈ H2(D)

.
⇒
è & �#�

f ∈ H2(D)
.Dñ ���Y�µ�
�� ��

∞
∑

k=0

|ak(f)|2 =
∞
∑

k=0

sup
0≤r<1

|ak(f)|2r2k � ��� . ±­�������#�����#�Y�= sup
0≤r<1

∞
∑

k=0

|ak(f)|2r2k

= sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0
|f(reit)|2 dt < +∞.

¬® $���
(ak(f)) ∈ `2 .

�
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���z� % �$�A���Ü�����à�Ú�#§ �#�$��� � ���

1

2π

∫ 2π

0
f(reit)g(reit) dt =

∞
∑

k=0

ak(f)ak(g)r2k.

ç}�l�
�� ��
(ak(f)ak(g)) ∈ `1

���Y�#�Y�
(ak(f))

�Y���
(ak(g))

���#¦�©����#�F���
`2 .�ñ �#�_¨��#�Ú���¢·�
������£¥¦��_±®�������#�����#�Y���¥�����W���#���
�����������«�Y�#�®¨ý� � ���­���/�$�����$�#���¹�Y���

lim
r→1−

1

2π

∫ 2π

0
f(reit)g(reit) dt = lim

r→1−

∞
∑

k=0

ak(f)ak(g)r2k =
∞
∑

k=0

ak(f)ak(g)

= 〈(ak(f)), (ak(g))〉.

�¤£�� é ��£�¦F�������$���«�/�$�G¬®�Y�Y�� $�/�Y�Y�
Φ : H2(D) → `2, f 7→ (ak(f)) ������������Y���º�Y� �¢�#�]����� .zé ��£¥¦Z�����«�
�� ��

(f, g) = 〈Φ(f),Φ(g)〉
�ý�� $���R²Y� �#�����¥�����#�3���$£¥¦I�/�$�ö®�� �� �#�����¥��� � ·�ç}�����#����£�¦D��¡¤���#�»�����

`2
���/¡

H2(D)
.

tnuwv�xzyY{}|��ºõ
ÞØ�d�#����� � ö®�� �� �#�����¥��� � �
�� ��­�/�$���¹���Y���
�� $�#�Y�

xn → x ⇐⇒

{

xn
σ
→ x

�¤��£�¦�§à��£¥¦��l±®�������#�����#�Y���
‖xn‖ → ‖x‖

áÆâDã uåä!x!æ
⇒
è��D�� � $�

xn → x
��� é ��� � �������Y�Ü���# ����#�ò����£�¦

‖xn‖ → ‖x‖
�Y���

(xn, y) →
(x, y)

�D�Y�#�Y�µ�/�$�A¬®�Y�Y�� $�/�Y�Y���#�
x 7→ ‖x‖

�Y���
x → (x, y)

�������°�����#����� .

⇐
è�ð � ���#���#¦Y���«�
�� ��

‖xn−x‖2 = (xn−x, xn−x) = ‖xn‖
2−(xn, x)−(x, xn)+‖x‖2 → ‖x‖2−2(x, x)+‖x‖2 = 0.

�


