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Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Zeigen Sie, dass ein B € [’(L2(Q)7H(%(Q))a Bf =g mit <S0a f>L2(Q) = <Q0ag>Hé(Q)

existiert.
(b) Zeigen Sie, dass

a:H3(Q) x HY(Q) = C, alu,v) = /Vuﬁ

eine stetige, koerzive Sesquilinearform ist.
(c) Sei f € L?(2). Zeigen Sie, dass

—Au = f, inQ
v = 0, auf o (1)

eine schwache Losung u € H{ () besitzt, d.h.

<vg07 vu>L2(Q) = <S07 f>L2(Q)’ Y e H(} (Q)

Zeigen Sie auflerdem, dass die Losung der Abschitzung

lull g1y < Cllfllz2 (2)

mit einer von f unabhingigen Konstante C' > 0 geniigt. Wovon héngt diese
Konstante ab?

(d) Zeigen Sie, dass auf H}(Q) durch (f, g) 7z = [ VfVg ein dquivalentes Skalarpro-
Q
dukt definiert wird. Wie wirkt sich dies auf die Abschétzung (2) aus?
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(e) Ist die schwache Losung von (1) eindeutig?
Losung:
(a) Es gilt:
(o, Nz < el lfllz@) < llellm@llflizz @),

dhe (- e € (Ho(R) und [}, f{r2@)llmp @)y < Ifllz2()- Nach dem Satz
von Riesz, existiert g € H{ () mit

(0. 2@ = (0 9 i)

und [|9llma) = ¢ Hrz@llai@y < Ifllr2@)- Setze Bf = g. Wegen der
Eindeutigkeit ist B linear.

(b) Wegen

la(u,v)| = /VUW < |IVullz2@IVvllzz@) < llullgy o) lvlla
QO

ist a mit M = 1 stetig. Mit der Poincaré-Ungleichung erhalten wir fiir u € HZ ()
HU’H%—]&(Q) < l[ullFe) + IIVulfa@) < (1 + Cp)lIVullfa) = (1 + Cpalu, u),

d.h. a ist koerziv mit o = 1/(1 + C}).
(c) Mit Lax-Milgram folgt, dass A € L(H{(Q)) mit

a(u,v) :>u,Av<H3(Q), u,v € HY(Q)

existiert. Wir definieren u = A~'Bf (vgl. (a)), dann gilt

/V@W = a(p,u) =)o, AAT B[ (g10)=)%, Bf (m1y=)%, [lr2 ), © € Hy(Q).
Q

Desweiteren
lull ) < HA71||£(H5(Q))HB||£(L2(Q),H5(Q))Hf||L2(Q) <A+ C)lf 2@

(d) Wegen der Poincaré-Ungleichung sind beide Skalarprodukte dquivalent. Wie in
(b) erhalten wir M =1 und o = 1, also

IVullz2) < 1fll2)-
(e) Sei uy,us schwache Losungen zu (1). Dann gilt;
(Vgo, V(Ul - ’LL2)>L2(Q) < 0, p < H&(Q)

Insbesondere, ||V (u1 —u2)||lr2(q) = 0, d-h. ug = uz nach (d). Also ist die Losung
eindeutig.
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Aufgabe G2
Sei H ein Hilbertraum, N, M C H und U ein Unterraum von H.

(a) Sei x,y € H mit x Ly = ||z[|? + ||ly||* = ||z + y||*> (Pythagoras).
(b) M+ ist ein abgeschlossener Unterraum von H.
() NCM = M*+CN+
(d) M € M++ =Tin(M)

)

(e) Geben Sie Beispiele von Rdumen H und U an, so dass U # UL+,

Loésung:
(a) Sei z,y € H mit L y. Dann gilt:
(@ +y,z+y) = ll2l” + (@) + (v, 2) +lyl* = =) + llyl*
(b) Sei u,, € M+ mit u, — u. Dann gilt fiir m € M

0= lim (m,u,) = (m,u),

also u € M~L.

(c) Sei x € M*. Dann gilt (x,y) = 0 fiir alle y € M, d.h. insbesondere (z,%) = 0 fiir
alle y € N, also z € N1,

(d) Es geniigt z.Z., dass M1+ = lin M.
‘O: Offensichtlich gilt M < ML, also auch lin M ¢ M*+. Da vgl. (b), M+t
abgeschlossen ist, folgt M++ = lin M.
‘C: Sei x € M+ (lin M)+ (vgl. Satz 11.10). Dann ist 2 € M+ \ M4+ also
r=0,da M+ c M+

(e) Sei H = (2 und U := cop = {(x,) € KN : x,, # 0 nur fiir endlich viele n}. Dann
ist U dicht in H, also Ut = H # U.

Hausiibung

Aufgabe H1
(Hardyraum) Sei D := {z € C: |z| < 1}. Dann heift
2T

1 )
HQ(D) = {f : D — C holomorph mit sup — \f(re”)]2 dt}
0<r<1 27 Jo

Hardyraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
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(a) Ist f: D — C holomorph mit Potenzreihendarstellung f(z) = > 7 an(f)z", so
gilt
feHXD) <= (an(f))nen € £
(b) Fiir f,g € H?(D) existiert

2w

— i 1 it it
(f7g) T Tl_lgl_ % 0 f(T€ )g(T’e ) dtv
und es gilt (f,9) = ((an(f)), (an(g))), wobei (-,-) das Skalarprodukt in ¢? ist.
(c) Die Funktionen ey, definiert durch ej(z) := 2, k = 0,1,2,..., formen eine

Orthonormalbasis von H?(D).
Losung:

(a) Wir beobachten zunéchst, dass fiir alle 0 < r < 1:

1[G -
- Zak(f zkt‘ dt — (Z ar(f zkt) (Z am()r™e zmt) dt
k=0
Cauchy-Produkt 1 [2" X & ;
Y2 7 Z Z ar(f)rke*ta,, (fr™
O k=0m=0
glm. Konvergenz 2
Sy /
k=0m=0
1 & Ak -
m 1RK—m
—5 > Y ala Ae i
k=0m=0
o k
-3 S T = 3 0
k=0 m=0
«<: Sei (a,(f)) € ¢*. Dann gilt
sup S 27r| flre™> dt = sup Z|ak NFrk < Z|ak ? < o0
0<r<12m 0<r<1y ’
also ist f € H?(D).
=: Sei f € H?(D). Dann gilt
s > mon. Konvergenz =
D lan(HP =D sup lap ()P = sup > lar(f)[*r*
k=0 0<r<1 0<r<1 k=0
1 2 )
= sup — |f(re™)? dt < 4o0.
0<r<12m

Also (ax(f)) € 2.
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(b) Wie in (a) beweist man

27 oo
7 pretyglre) dt = 3 anl fan(g)r.
k=0

2770

Es gilt (ax(f)ar(g)) € €%, denn (ax(f)) und (ax(g)) gehdren zu ¢2. Der Lebes-
guesche Konvergenzsatz zeigt, dass der Limes existiert und

2m o 00 00
Jim o [ el de = tim S o = 3 acl (o)
=0 k=0

= ((ax(f)), (ax(9)))-
(c) Nach (a) ist die Abbildung
©:H*(D) — £, [ (ar(f))

linear und bijektiv. Nach (a) gilt (f,g) = (®(f), ®(g)), also iibertragen sich die
Hilbertraum-Eigenschaften von ¢? auf H?(D).

Aufgabe H2

In einem Hilbertraum gilt die Aquivalenz

x, % 2 (schwache Konvergenz)
Tp — T <
[zall = ]l

Losung: =-: Falls x,, — = in Norm, dann gelten auch ||z,| — ||z|| und (z,,y) —
(x,y), denn die Abbildungen x — ||z|| und = — (x,y) sind stetig.

«: Umgekehrt gilt

lzn=2]* = (2n=2, 20=2) = ||z ]|*~(@n, 2) = (2, 20)+]2l* — [l2]|*~2(z, 2)+[|z]* = 0.



