Fachbereich Mathematik Dr. M. Geißert

WS 2006/07 22.12.2006

9. Übungsblatt zur PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppenübung

Aufgabe G1

Sei ∅ ≠ Ω ⊆ R^d ein beschränktes C^1-Gebiet. Sei 1 ≤ p < ∞. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) 1 ≤ p < d =⇒ W^{1,p}(Ω) → L^r(Ω) mit^1_r =^1_p −^1_d (b) p = d =⇒ W^{1,p}(Ω) → L^r(Ω) für alle r ∈ [p, ∞) (c) p > d =⇒ W^{1,p}(Ω) → L^∞(Ω) jeweils mit stetiger Einbettung.

Sei p > d und θ = 1 −^d_p . Dann existiert C := C_{Ω,p,d} mit

|f(x) − f(y)| ≤ C‖f‖_W 1,p_{(Ω)}|x − y|^θ ∀f ∈ W^{1,p}(Ω).

Lösung: Betrachte den Fortsetzungsoperator F .

(a) Sei f ∈ W^{1,p}(Ω). Dann gilt wegen des Sobolev–Einbettungsatzes für W^{1,p}(R^d) ‖f‖_Lr_{(Ω)} ≤ ‖F f‖_Lr_{(R}d_) ≤ C‖F f‖_W 1,p_{(R}d_) ≤ CC^′‖f‖_W 1,p_{(Ω)}.

(b) Genau wie in (a). (c) Sei x, y ∈ Ω. Es gilt

|f(x)−f(y)| = |(F f)(x)−(F f)(y)| ≤ C‖F f‖_W 1,p_{(R}d_)|x−y|^θ ≤ CC^′‖f‖_W 1,p_{(Ω)}|x−y|^θ.

Aufgabe G2

Sei f ∈ L^p(Ω) mit 1 < p ≤ ∞ und^1_p +^1_q = 1. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen äquivalent sind

9. Übung PDG I:Funktionalanalytische Methoden

(a) f ∈ W^{1,p}(Ω). (b) Es existiert C > 0 | | ∫ Ω f ∂φ ∂x_i | | ≤ C · ‖φ‖_{Lq (Ω)}, ∀φ ∈ C_{∞c} (Ω), i = 1, . . . , d.

Lösung: (a) ⇒ (b): Sei f ∈ W^{1,p}(Ω). Dann gilt | | ∫ Ω f ∂φ ∂x_i | | = | | ∫ Ω ∂f ∂x_i φ | | ≤ ‖ ∂f_{∂x} i ‖_Lp_{(Ω)}‖φ‖_Lq_{(Ω)}

falls ‖f‖_Lp_{(Ω)} ≠ 0 (sonst ist die Ungleichung trivial).

(b) ⇒ (a): Nach Voraussetzung ist das Funktional

Ψ(φ) := ∫ Ω f ∂φ ∂x_i stetig auf dem normierten Vektorraum (C^∞_c (Ω), ‖ · ‖_Lq_{(Ω)}). Also besitzt Ψ eine stetige Fortsetzung auf L^q(Ω), denn für 1 ≤ q < ∞ ist C^∞_c (Ω) dicht in L^q(Ω). Dann existiert g ∈ L^p(Ω) (da L^q(Ω)^′ = L^p(Ω)) mit Ψ(φ) = ∫ Ω gφ. Also ∫ Ω gφ = ∫ Ω f^{∂φ}_{∂xi} , d.h. D_if = −g und f ∈ W^{1,p}(Ω).

Hausübung

Aufgabe H1

Sei f ∈ L^p(Ω) mit 1 < p ≤ ∞. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen äquivalent sind

(a) f ∈ W^{1,p}(Ω).

(b) Es existiert C > 0 so, dass für jede Ω^′ ⊂ Ω mit Ω^′ ⊆ Ω und für alle h ∈ R^d mit |h| < dist(Ω^′, Ω^c) ‖τ_hf − f‖_Lp_{(Ω}′_) ≤ C|h|.

Lösung: (a) ⇒ (b): Sei Ω ⊂ R^d, φ ∈ C^∞_c (R^d) und h ∈ R^d. Dann gilt (Beachte: d dt φ(x + th) = (∇φ)(x + th)h):

‖τ_hφ − φ‖_Lp_{(Ω}′_) = ∫ Ω^′

| | | | 1∫ 0 (∇φ)(x + th)h dt | | | | p dx 1 p

≤ |h| ∫ Ω^′ 1∫ 0 |(∇φ)(x + th)|^p dt dx 1 p

= |h| 1∫ 0 ∫ Ω^′

|(∇φ)(x + th)|^p dx dt 1 p = h‖∇φ‖_Lp_{(Ω)}.

9. Übung PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Sei nun u ∈ W^{1,p}(Ω). Dann existiert φ_n ∈ C^∞_c (R^d) mit ‖u − φ_n|_Ω‖_W 1,p_{(Ω)} → 0. Damit folgt:

‖τ_hu − u‖_Lp_{(Ω}′_) = lim_{n→∞} ‖τ_hφ_n − φ_n‖_Lp_{(Ω}′_) ≤ lim_{n→∞} |h|‖∇φ_n‖_Lp_{(Ω)} = |h|‖∇u‖_Lp_{(Ω)}.

(b) ⇒ (a): Sei φ ∈ C^∞_c (Ω), Ω^′ = s̊upp φ (das Innere des Trägers) und h_0 = dist (supp φ, ∂Ω). Dann gilt: ∫ Ω f∂_{xi} φ = lim_{h→0} ∫ Ω f τ_{hei} φ − φ h = lim_{h→0} ∫ Ω τ_{−hei} f − f h φ

≤ sup_{|h|≤h} 0 1 h ‖τ_hf − f‖_Lp_{(Ω}′_)‖φ‖_Lq_{(Ω)} ≤ C‖φ‖_Lq_{(Ω)}.

Damit folgt die Behauptung aus Aufgabe G2. Aufgabe H2

Skizzieren Sie den Beweis von Satz 10.9. Lösung: s. Skript.

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr