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&]�#�
∅ 6= Ω ⊆ R

d �#�0��� �������X�����X�]�����
C1 ��� �#�X�$�#��-�&]�#� 1 ≤ p < ∞

-~� �#�0���#�Y&��$�������0���#���X�� � ����¡����#��¢
£ ¡�¤

1 ≤ p < d =⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lr(Ω) ¥ �0� 1
r

= 1
p
− 1

d£ �{¤
p = d =⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lr(Ω)

�§¦X�¨¡��0�$�
r ∈ [p,∞)£ ��¤

p > d =⇒ W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω)© �#ª«�#�0�$� ¥ �0�¨�¬���#�¬�0���#�¨­q�0��� �#�¬� � �X��-&]�#�
p > d

� ���
θ = 1 − d

p

-X®?¡��X�¯�±°.�$�¬�¬�$�#�¬�
C := CΩ,p,d ¥ �0�

|f(x) − f(y)| ≤ C‖f‖W 1,p(Ω)|x − y|θ ∀f ∈ W 1,p(Ω).

²�³B´ v¶µ!y!·h¸ �#�¬��¡����¹���V�X�#�¯º����¬�����#�¬» � �X������¼ �#��¡������
F
-

£ ¡�¤�&]�#�
f ∈ W 1,p(Ω)

-X®?¡��X�e�
�0�0�½ª¾�#���#�¯�X���¿&]���À���$�#Á�Â�­~�0�¹�À�#�¬� � �X����¡��¬»���� �§¦X�
W 1,p(Rd)

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖Ff‖Lr(Rd) ≤ C‖Ff‖W 1,p(Rd) ≤ CC ′‖f‖W 1,p(Ω).£ �{¤ � �#�B¡ � ªÃ�$�?�0� £ ¡�¤±-£ ��¤�&]�#�
x, y ∈ Ω

-X­~�¨�
�0�0�
|f(x)−f(y)| = |(Ff)(x)−(Ff)(y)| ≤ C‖Ff‖W 1,p(Rd)|x−y|θ ≤ CC ′‖f‖W 1,p(Ω)|x−y|θ.

uovxw�y{zX|~}h�eÄ
&]�#�

f ∈ Lp(Ω) ¥ �0� 1 < p ≤ ∞
� ��� 1

p
+ 1

q
= 1

-{� �#�0���#�Å&��$�
ÆB��¡����½�.�$�������0���#���X� � � ����¡����#���Ç � �0Á�¡��$�#��� �¬�0���
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f ∈ W 1,p(Ω)
-£ �{¤m­~� �±°]�$���¬�$�#�¬�
C > 0
∣

∣

∣

∫

Ω
f

∂ϕ

∂xi

∣

∣

∣ ≤ C · ‖ϕ‖Lq(Ω), ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω), i = 1, . . . , d.

²�³B´ v¶µ!y!· £ ¡�¤
⇒

£ �{¤±¢{&]�#�
f ∈ W 1,p(Ω)

-X®?¡��X�e�
�0�0�
∣

∣

∣

∫

Ω
f

∂ϕ

∂xi

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣

∫

Ω

∂f

∂xi
ϕ
∣

∣

∣ ≤ ‖ ∂f
∂xi

‖Lp(Ω)‖ϕ‖Lq(Ω)�è¡��0�$�
‖f‖Lp(Ω) 6= 0

£ ���������Ã�$�¬�½�.�$�?é¨�X�
�$�#�$��� � �X���¬�¬�0Á���¡��Ý¤±-
£ �{¤

⇒
£ ¡�¤±¢Bê¿¡����eë~����¡ � �����#�¬» � �X�o�$�¬�½��¡��½º � �X�]�¬�$���B¡��

Ψ(ϕ) :=

∫

Ω
f

∂ϕ

∂xi�¬���#�¬�0�Ò¡ � �!�X� ¥ ����� ¥ �$�#�¬���#��ë~�#�]�����¬��¡ � ¥ (C∞
c (Ω), ‖ · ‖Lq(Ω))

- � �$���E�À���¬�0�¬»��
Ψ
�#�0���¿�¬���#�¬�0���º����¬�����#�¬» � �X�O¡ � �

Lq(Ω)
Æ]�X�#�X�o�Ù¦X�

1 ≤ q < ∞
�$�¬�

C∞
c (Ω)

�.�$���¹�Ã�0�
Lq(Ω)

-.®�¡��X���±°.�$�¬�¬�$�#�¬�
g ∈ Lp(Ω)

£ ��¡
Lq(Ω)′ = Lp(Ω)

¤ ¥ �0� Ψ(ϕ) =
∫

Ω gϕ
- � �$��� ∫

Ω gϕ =
∫

Ω f ∂ϕ
∂xi

ÆX�ì- ��-
Dif =

−g
� ���

f ∈ W 1,p(Ω)
-

íQî kmï{r_s�kmpVt
uovxw�y{zX|~}Gðh�&]�#�

f ∈ Lp(Ω) ¥ �0� 1 < p ≤ ∞
-X� �#�0���#�G&��$�
Æ.��¡������.�$� �Ù���0���#���X� � � ����¡����#�e��Ç � �0Á
¡��$�#�¹�Ã�¬�0���

£ ¡�¤
f ∈ W 1,p(Ω)

-£ �{¤m­~�¿�±°.�$�¬�¬�$�#�¬�
C > 0

���XÆ���¡����½�Ù¦X� © ���X�
Ω′ ⊂ Ω ¥ �0� Ω′ ⊆ Ω

� ���ñ�Ù¦X�¿¡��0�$�
h ∈ R

d ¥ �0�
|h| < dist(Ω′,Ωc)

‖τhf − f‖Lp(Ω′) ≤ C|h|.²�³B´ v¶µ!y!· £ ¡�¤
⇒

£ �{¤±¢�&]�#�
Ω ⊂ R

d Æ ϕ ∈ C∞
c (Rd)

� ���
h ∈ R

d -¶®?¡��X���
�0�0� £ ¸ ��¡��������
¢
d
dt

ϕ(x + th) = (∇ϕ)(x + th)h
¤±¢

‖τhϕ − ϕ‖Lp(Ω′) =





∫

Ω′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

(∇ϕ)(x + th)h dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dx





1

p

≤ |h|





∫

Ω′

1
∫

0

|(∇ϕ)(x + th)|p dt dx





1

p

= |h|





1
∫

0

∫

Ω′

|(∇ϕ)(x + th)|p dx dt





1

p

= h‖∇ϕ‖Lp(Ω).
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u ∈ W 1,p(Ω)
-¹®�¡��X���±°]�$���¬�$�#�¬�

ϕn ∈ C∞
c (Rd) ¥ �0� ‖u−ϕn|Ω‖W 1,p(Ω) → 0

-¹®?¡ ¥ �0������0�
��¢
‖τhu − u‖Lp(Ω′) = lim

n→∞
‖τhϕn − ϕn‖Lp(Ω′) ≤ lim

n→∞
|h|‖∇ϕn‖Lp(Ω) = |h|‖∇u‖Lp(Ω).

£ �{¤
⇒

£ ¡�¤±¢�&]�#�
ϕ ∈ C∞

c (Ω)
Æ
Ω′ = ˚supp ϕ

£ ��¡��xò��X���#���q�X���!ó��������#����¤ � ���
h0 = dist (supp ϕ, ∂Ω)

-®?¡��X�e�
�0�0��¢
∫

Ω

f∂xi
ϕ = lim

h→0

∫

Ω

f
τhei

ϕ − ϕ

h
= lim

h→0

∫

Ω

τ−hei
f − f

h
ϕ

≤ sup
|h|≤h0

1

h
‖τhf − f‖Lp(Ω′)‖ϕ‖Lq(Ω) ≤ C‖ϕ‖Lq(Ω).

®?¡ ¥ �0�Ã�����0�
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