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9. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1

Sei ) # Q C R ein beschrinktes C'-Gebiet. Sei 1 < p < oco. Zeigen Sie folgende
Aussagen:

(a) 1<p<d= W'P(Q) — L"(Q) mit £ =17
(b) p=d = WHP(Q) — L"(Q) fiir alle r € [p, 00)
(c) p>d = WHP(Q) — L>®(Q)

jeweils mit stetiger Einbettung.

Seip>dund 6 =1— %. Dann existiert C' := Cq 4 mit
1f(@) = F)] < Cllfllwrr@le —yl” Ve WP(Q).
Losung: Betrachte den Fortsetzungsoperator F'.
(a) Sei f € WHP(Q). Dann gilt wegen des Sobolev-Einbettungsatzes fiir W1 (R?)
1flr@) < NEfllzr@ay < CIHFflwrrgay < CClIflwie)-

(b) Genau wie in (a).

(c) Sei z,y € Q. Es gilt
[f(@)=f@)] = [(Ff)(@)=(F )] < CIFflwro@ala—yl” < CC|If lwra@le—yl’.

Aufgabe G2

Sei f € LP(2) mit 1 < p < oo und % + % = 1. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen
dquivalent sind
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(a) feWhr(Q).
(b) Es existiert C > 0

/f (_CHwHLqm, VoeC®(Q),i=1,...,d

L6sung: (a) = ( ) Sei f c Wl,p(Q) Dann gilt
0
/ o, ‘/ <1\ oyl oy

falls || f||zr() # O (sonst ist die Unglelchung trivial).

(b) = (a): Nach Voraussetzung ist das Funktional
dp
v =
() oz,
stetig auf dem normierten Vektorraum (C2°(€2), || - || ra(q))- Also besitzt W eine stetige
Fortsetzung auf LI(Q2), denn fiir 1 < g < o0 ist C°(€2) dicht in L4(€2). Dann existiert
g € LP(Q) (da LI(Q) = LP(Q)) mit U(p) = [, gp- Also [, g0 = [, fam ,d.h. D;f =
—gund f € WhHr(Q).

Hausiibung

Aufgabe H1
Sei f € LP(Q) mit 1 < p < co. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen dquivalent sind
(a) feWhr(Q).
(b) Es existiert C' > 0 so, dass fiir jede Q' C Q mit ¢/ C Q und fiir alle A € R? mit
|h| < dist(€, Q°)
I7nf = fllLe@y < Clhl.

Losung: (a) = (b): Sei Q C Rd, ¢ € C®(R?%) und h € R Dann gilt (Beachte:
Lo(x +th) = (Vo) (z + th)h

1 P
|7he — ollr @y = (,/ /V(p )(x +th)h dt| dx
1
< |h| //| Vo)(x +th)|P dtdaz)

3=

0

=

1
_ //y Vo) (e +th) drdt | = bVl
0
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Sei nun u € WHP(Q). Dann existiert ¢, € C°(R?) mit v —wnlallwie@) — 0. Damit
folgt:

T — ull Loy = M |[Thon — @allre@y < lim [A|Vonl| o) = [AIVull s o)
n—oo n—oo

(b) = (a): Sei p € C°(Q2), ¥’ = 5upp P (das Innere des Triigers) und hy = dist (supp ¢, Q).

Dann gilt:
. The;® — ¢ .. T he;f — f
=1 /= -] _—ed I
/f%w hlgb/f . hli%/ b ©
Q Q Q

1
< sup TS = fller@ylellLa) < Cllellnag)-
h
|h|<ho
Damit folgt die Behauptung aus Aufgabe G2.

Aufgabe H2
Skizzieren Sie den Beweis von Satz 10.9.

Losung: s. Skript.

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr



