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8. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei I = (a,b) CR,a<bund p> 1.

(a) Zeigen Sie, dass die Einbettungen
W™P(I) — WP(I) — Whi(I) — ().

stetig sind.
(b) Zeigen Sie, dass die Einbettung

W™P(I) — C(I)
kompakt ist.
Losung: s. Skript.

Aufgabe G2

Es sei d > 2 und Q := B(0,1/e) := {x € R?: |z| < 1/e}. Zeigen Sie, dass es eine
Funktion aus W12(Q2) gibt, die auf 2 nicht-stetig ist. Betrachte dazu Funktionen der
Form

f(a) = (log(1/|z]))", s € (0,00).
Was bedeutet das fiir Aussagen iiber W12-Funktionen am Rand ihres Definitionsbe-
reiches?

Losung: Fiir jedes s > 0 hat die Funktion eine Singularitdt in 0, ist also nicht stetig
auf Q. Wir zeigen, dass ein s > 0 existiert mit f € W2(Q). Unabhingig von s > 0
ist f € L*(Q), denn

2s 2s 1 1
log 1 dr = —|zlf1 ——dx < C ——d
/Q| og /]:UH T /Q( |x|® log |:U|) PP r < E/Q PR T < 400,
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falls € > 0 klein genug gewahlt ist. Weiter gilt fiir jedes j =1,...,d
—1 2.%']'

(Di)@) = s(og1/al)" ™ +fa| - 1o - 5k

Also

1

S— P2 f s— B
/Q|(Djf)(m)|2 dx:s?/ﬁ((logl/!asl) 1@%\ d$§CsO/|log(r)|2 2443

-1
r=et Cs / 12726102 4t < 0, s < %
—0o0

Also ist f € W12(Q) aber nicht stetig.

Aufgabe G3
Sei d>2und fi,...,fq € LR, Fiir x € R? und 1 < i < d setze fiir z € R?
T; = (acl, Loy oy Lie1, Tidlye-- acd) € Rd_l, und f(l') = fl(:fl)fg(:fg) cee fn(:fd)

Zeigen Sie, dass f € L'(R?) und

d
£l 2t ey < H | fill La—1 (ma—1)
i=1
gilt.

Losung: Der Fall d = 2 ist trivial. Wir beweisen mit Induktion. Sei d > 3 und nehme
an, dass fiir alle 2 < k < d die Behauptung wahr ist. Dann

1111 ey = / / (@) dag day .. gy
Ri-1 JR
d—1
:/ ’fd(fd)‘/ H‘fz(fl)’dxd dzy... dzg_y
Rt R
1

veralg. Holder _ d—1 o L
< /}Rn_1 \fd(M)’(H/R\fi(xi)] dxd) dzy ... dog
i=1

¥
[V

1

d-1
Holder _ » —=
< HdeLd—l(Rd_l)</Rd_l H(/R’fi(mz‘)\d ! d$d>d day ... dl’dfl)
-1

d—1

Ind. _ B _ +
Sl [1( [, [ 3@ drg az) ™

i=1

-1
= [ I£ill pa=1 ra-ny.
=1
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Hausiibung

Aufgabe H1

Seien €, Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-Diffeomorphismus mit beschrinkten
Ableitungen D®, D®~!. Beweisen Sie die folgende Aussage. Falls f € W1P(Q), dann
liegt f o ® in WHP(Q)') und

Di(fo®) =Y D;fod-D;®;
j=1

wobei ®(z) = (®1(x),...,P4(r)) mit Koordinatenfunktionen ®; : Q' — R.
Losung: Siehe: H. W. Alt, Lineare Funktionalanalysis, Seite 113.

Aufgabe H2

Sei m € N (m > 1) und 1 < p < 0. Die folgende Aussagen sind zu beweisen:
=0 = WmP(R?) — L"(R?) fiir alle r € [d, o0)
o< 0= WmP(R?) — L®(R?)
jeweils mit stetiger Einbettung.

(a) Sei % — % <0, m—d/p¢N. Setze
k‘::[m—%] und 9::m—;—‘f—k,0<0<1.
Dann existiert eine Konstante C, so dass fiir jede f € W™P(RY) gilt
[1D*fllzee < Clifllwme fiir alle |af <k
|Df(x) — Df(y)| < C||f |lwmw|z —y[° fiir fast alle z,y € R?, |a| = k.
Losung: Wir benutzen die bekannte Einbettungssitze fiir W 1P (R?).

(a) Seim € N, m > 2.u € WmP(RY), dh. D% € LP(R?) fiir || < m. Seir € [d, 00)
beliebig und setze 7, = p, dann gilt fiirt =2,...,m

|D%ul i1 gty < CllDPullyrry ey falls 8] = Jo +1 = und o = L~

Tl T
mit Konstanten C; und fir i =1 und r; =d
[ull o ey < Chllullwrr (ray-

Also

23
|
&3

ﬁ
S
S =

HuHLT(Rd) S CHuHWm,p(Rd) falls 0= %—é = %—é—é = =

-
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(b) SeiO§n<m,sodass%—"T“<Ound1%::%—%20. Dann gilt
Wrr(RY) < 17 (RY)
mit stetiger Einbettung, und wie vorher
WP (RT) — W (R),
auch mit stetiger Einbettung. Schlieflich sind die Einbettungen
WP (RY) — WL (RY) — WP (RY) s L(RY)

auch stetig (fiir die letzen Ungleichung bemerke, dass 1% - % < 0).
(c) Man beweist mit Induktion und dhnlich zu (b).

Aufgabe H3
Es sei d > 2, sowie Ri ={z € R : 2y > 0} der Halbraum und fiir jedes = € R4
schreiben wir z = (2/,24) mit 2/ = (z1,...,24-1). Wir wollen W1?(R%) Funktionen

am Rand von Ri auswerten. Beweisen Sie dazu die folgende Aussagen:

a) Fiir alle u € C°(R?) gilt
( ) c =+

oo /
u(z',0) = _/ du(a’, zq) dzg.
0 Oxq
(b) Fiir alle u € C*(RY) gilt [[u(-, 0)]| 2 (ga1) < lellyr.2 e -
(c) (Spursatz) Es gibt eine eindeutige stetige lineare Abbildung I' : Wh2(RY) —
L2(R¥1) mit Tu = u|ger fiir u € C°(RE). (Verwende dazu ohne Beweis, dass

C°(RY) dicht in WH2(R?) ist.)

Losung:

(a) Fiir u € C°(RY) gilt

r /
- [P Gy st 0) — ) fir >0
0 o0xy

Da der Trager von u kompakt in @ ist, erhalten wir die gewiinschte Identitét
fiir r — oo.

(b) Aus Teil (a) erhalten wir

o0 /
u?(2,0) = —2/ u(ac’,:nd)M dzg
0 dxq
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Die Cauchy-Schwartz-Ungleichung liefert nun

o[ ) [ 0

o0 o0 / 2
g/ u? (2, xq) dxd—}—/ (M) dzg.
0 0

Oxy

IN

Integrieren wir diese Ungleichung in z’ so erhalten wir

<8u(m', xq)

2
o)z < Il e

HU(',O)H%Q(Rd—l) S/ UQ(Z',,.%'d) dmd—i—/
R% R

(c) Nach Teil b) ist der lineare Operator
I: C®(RY) — LA(RT), T := ul jza

stetig, wenn C2°(R?) mit der W12(R%)-Norm versehen ist. Dieser Operator ist
nach Aufgabestellung in W12(R%) dicht definiert, also besitzt er eine stetige
Fortsetzung T' auf W12(R%).



