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&]�#�
I = (a, b) ⊆ R � a < b �X��� p > 1

/
������� �#�1��� � &��$� ��� ����� � �$�E�q� ��� �#��� �X� ��� �

Wm,p(I) ↪→ W 1,p(I) ↪→ W 1,1(I) ↪→ C(I).� ���#���1� � � ��� /� � ��� �#�1��� � &��$� ��� ����� � �$�E�q� ��� �#��� �X� �
Wm,p(I) ↪→ C(I)������� � � ��� � � /

���B� v¡ !y!¢ � / & ��£ � � � /
uovxw�y{zX|~}h�e¤

� �V� �#�
d ≥ 2 �X��� Ω := B(0, 1/e) := {x ∈ R

d : |x| < 1/e}
/ � �#�1��� � &��$� �!� ����� � � �#� � �¥ �X� � ��� � � � � � W 1,2(Ω)

�
� � � ��� �$� � �0¦ Ω � �$§©¨ª�¬« � ���#���1�o� � � /X­ �#� £ � §�¨ª��� � ��® � ¥ �X� � ��� � � � �¯� � £¥ ��£��
f(x) :=

(
log(1/|x|)

)s
, s ∈ (0,∞).% ��� � � � � � ���#� � ��� ¦±° £³² � ���©� ��� �G°X� � £ W 1,2 «�¥ �X� � ��� � � � � � �µ´ � ��� �1¨ £ � �³¶ �¸· � �1��� � � � � �¸«£ �#�$§©¨�� ��¹

���B� v¡ !y!¢ ¥ ° £¡º � � � � s > 0
¨ � � � �$��¥ �X� � ��� � � �#� � �E&�� � � �X» � £ �1�©¼��½� � 0 � � � � � » � � � �$§�¨�� � ���#���1�� �0¦ Ω

/ %>� £ ® �#�1��� ���¾� ���©� �#� � s > 0
�¸¿]� � ���$� £ � � �1�

f ∈ W 1,2(Ω)
/ÁÀ � � � ¨B¼ � �
�1�ÃÂ � � s > 0� � �

f ∈ L2(Ω) ��� � �X�
∫

Ω

∣∣log 1/|x|
∣∣2s

dx =

∫

Ω

(
−|x|ε log |x|

)2s
·

1

|x|2εs
dx ≤ Cε

∫

Ω

1

|x|2εs
dx < +∞,
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¦ � »1» � ε > 0

� » �#� � ��� ��� �O���#âã¼�¨ » �³� � � / %ä�#�1��� £ �
� » � ¦±° £åº � � � � j = 1, . . . , d

(Djf)(x) = s
(
log 1/|x|

)s−1
· |x| ·

−1

|x|2
·

2xj

2|x|
.

² » � �
∫

Ω
|(Djf)(x)|2 dx = s2

∫

Ω

∣∣∣
(
log 1/|x|

)s−1 xj

|x|2

∣∣∣
2

dx ≤ Cs

1

e∫

0

| log(r)|2s−2rd−3 dr

r=et

= Cs

−1∫

−∞

t2s−2et(d−2) dt < ∞, s <
1

2
.

² » � � � � � f ∈ W 1,2(Ω)
� � � £ � �$§�¨ª� � ���#���1� /uovxw�y{zX|~}h�Ãæ

&]�#�
d ≥ 2 �X��� f1, . . . , fd ∈ Ld−1(Rd−1)

/ ¥ ° £ x ∈ R
d �X��� 1 ≤ i ≤ d

� �#� ® � ¦ç° £ x ∈ R
d

x̃i := (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . xd) ∈ R
d−1, �X��� f(x) = f1(x̃1)f2(x̃2) · · · fn(x̃d).� �#�1��� � &��$� ��� ����� f ∈ L1(Rd) �X���

‖f‖L1(Rd) ≤

d∏

i=1

‖fi‖Ld−1(Rd−1)

�
� » � /���B� v¡ !y!¢ ¶ � £ ¥ � »1» d = 2
� � �q� £ �1Â�� � » / %Y� £ � �#âè�#� � � � � �1��é ���0� � ��� � � / &]�#� d ≥ 3 �X����� �#¨ � �� ����� ���©� ¦ç° £ � »1» � 2 ≤ k < d � �$� ­ �#¨ � � � � �X� �Oâ � ¨ £ � � � / ¶?� �X�

‖f‖L1(Rd) =

∫

Rd−1

∫

R

|f(x)| dxd dx1 . . . dxd−1

=

∫

Rd−1

|fd(x̃d)|

∫

R

d−1∏

i=1

|fi(x̃i)| dxd dx1 . . . dxd−1

ê�ëíì×î¬ïñð#ò�ó{ô�ïñõ¸ë�ì
≤

∫

Rn−1

|fd(x̃d)|
(d−1∏

i=1

∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd

) 1

d−1

dx1 . . . dxd−1

óBô�ïñõ#ëíì
≤ ‖fd‖Ld−1(Rd−1)

(∫

Rd−1

d−1∏

i=1

(∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd

) 1

d−2

dx1 . . . dxd−1

) d−2

d−1

ö1÷ õ�ò
≤ ‖fd‖Ld−1(Rd−1)

d−1∏

i=1

(∫

Rd−1

∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd dx̃i

) 1

d−1

=

d−1∏

i=1

‖fi‖Ld−1(Rd−1).

(
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øQù kmú{r_s�kmpVt

uovxw�y{zX|~}Gûh�
&]�#�$� � Ω′,Ω ⊆ R

d ��ü � ��� �X��� Φ : Ω′ → Ω
�#� � C1 « ¶ � ü � ���a��£�� ¨X� � � � � � �1� � � � §�¨ £ ¼ � � ��� �² �X» �#�1� �X� ��� � DΦ � DΦ−1 /0­ �#âè�#� � � � &��$� � �$� ¦ � » ��� ��� � ² � ���©� ��� / ¥ � »1» � f ∈ W 1,p(Ω) �X� � �X�» �$�#�
� f ◦ Φ

� � W 1,p(Ω′) �X���
Di(f ◦ Φ) =

∑

j=1

Djf ◦ Φ · DiΦj ,

â � � �#� Φ(x) = (Φ1(x), . . . ,Φd(x))
� �1�½ý �]��£ � � � � ��� �0¦±�X� � ��� � � � � Φj : Ω′ → R

/
���B� v¡ !y!¢ &��$�#¨��
þ�ÿ / % / ² » � ��� � � � � £ �_¥ �X� � ��� � � � » � � � »�� � � � � &]�#�1��� -
-��0/uovxw�y{zX|~}GûG¤
&]�#�

m ∈ N
�
m ≥ 1

� �X��� 1 ≤ p < ∞
/ ¶ �$� ¦ � » ��� ��� � ² � �©�©� ��� � � � ��� ® �Ã� �#âè�#� � � � þ����� 1

p − m
d = 0 =⇒ W m,p(Rd) ↪→ Lr(Rd) ¦ç° £ � »1» � r ∈ [d,∞)� � � 1

p − m
d < 0 =⇒ W m,p(Rd) ↪→ L∞(Rd)º �#âè�#� » � � �1� � ���#���1��� £ �q� ��� �#��� �X� � /����� &]�#� 1

p − m
d < 0 � m − d/p 6∈ N

/ &]�#� ® �
k :=

[
m − d

p

] �X��� θ := m − d
p − k, 0 < θ < 1.

¶?� �X� �¸¿0� � ���$� £ ���#� � �Eý � � � � � � ��� C � � � � ����� ¦ç° £åº � � � f ∈ W m,p(Rd)
�
� » �

‖Dαf‖L∞ ≤ C‖f‖W m,p ¦ç° £ � »1» � |α| ≤ k

|Dαf(x) − Dαf(y)| ≤ C‖f‖W m,p|x − y|θ ¦ç° £ ¦ ��� � � »1» � x, y ∈ R
d � |α| = k.

���B� v¡ !y!¢ %Y� £ � � �ª� � ® � �G� �$� � � � � �X� ���_�q� �ª� �#��� �X� � ��� ¼�� ® � ¦ç° £ W 1,p(Rd)
/

����� &]�#�
m ∈ N � m ≥ 2

/
u ∈ W m,p(Rd) ��� / ¨ / Dαu ∈ Lp(Rd) ¦±° £ |α| ≤ m

/ &]�#�
r ∈ [d,∞)� � » �$� � �1� �X��� � �#� ® � rm = p �X� � �X� �
� » � ¦ç° £ i = 2, . . . ,m

‖Dαu‖Lri−1 (Rd) ≤ Ci‖D
βu‖W 1,ri (Rd) ¦ � »1» � |β| = |α| + 1 = i �X��� 1

ri−1
= 1

ri
− 1

d ,� �1��ý � � � � � � ��� � Ci �X����¦ç° £ i = 1 �X��� r1 = d

‖u‖Lr(Rd) ≤ C1‖u‖W 1,r1 (Rd).² » � �
‖u‖Lr(Rd) ≤ C‖u‖W m,p(Rd) ¦ � »1» � 0 = 1

r1
−1

d = 1
r2
−1

d−
1
d = · · · = 1

rm
−m

d = 1
p−

m
d .

�
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� � � &]�#� 0 ≤ n < m � � � � ����� 1

p − n+1
d < 0 �X��� 1

p′ := 1
p − n

d ≥ 0
/ ¶?� �X� �
� » �

W n,p(Rd) ↪→ Lp′(Rd),� �1� � ���#���1��� £ �q� �ª� �#��� �X� � �{�X��� â �$�?Â ��£ ¨�� £
W n+1,p(Rd) ↪→ W 1,p′(Rd),� � §©¨ � �1� � ���#���1��� £ �q� �ª� �#��� �X� � / &]§©¨ » �$��� » �$§�¨ � � ���Ã� �$�E�q� ��� �#��� �X� ��� �

Wm,p(Rd) ↪→ W n+1,p(Rd) ↪→ W 1,p′(Rd) ↪→ L∞(Rd)� � §©¨ � ���#���1� � ¦±° £ � �$� » �#� ® � � À � � » �#�$§�¨ �X� � � � � � £�� � �B� ����� 1
p′ −

1
d < 0

� /� § �	� � �e� �#âè�#� � � � �1�³é ���0� � ��� � �Ã�X��� ¼�¨ �X» �$§�¨ ® � � � � /uovxw�y{zX|~}Gû¯æ
� �V� �#�

d ≥ 2 � � � â �$� R
d
+ := {x ∈ R

d : xd > 0} � � £ ÿ � »1� £ � � � �X���à¦ç° £½º � � � � x ∈ R
d� §©¨ £ �#� � � � â � £

x = (x′, xd)
� �1�

x′ = (x1, . . . , xd−1)
/ %Y� £ â � »1» � � W 1,2(Rd

+)
¥ �X� � ��� � � � �� � ´ � ��� Â � � R

d
+

� � � âã� £ ��� � /B­ �#âè�#� � � � &��$� � ��® �¯� �$� ¦ � » ��� ��� � ² � ���©� ��� � þ����� ¥ ° £ � »1» � u ∈ C∞

c (Rd
+)

�
� » �
u(x′, 0) = −

∫
∞

0

∂u(x′, xd)

∂xd
dxd.

� � � ¥ ° £ � »1» � u ∈ C∞

c (Rd
+)

�
� » � ‖u(·, 0)‖L2(Rd−1) ≤ ‖u‖W 1,2(Rd
+

)

/
� § ��

��� v�� � z������ � � �
� � �E�#� � ���#� ��� � � ���1��� � ���#���1��� » � � � � £ � ² �X� � »$�0�X� � Γ : W 1,2(Rd

+) →

L2(Rd−1)
� �1�

Γu = u|Rd−1 ¦±° £ u ∈ C∞

c (Rd
+)
/ ��� � £ âè� ��� � � ��® � � ¨ � � ­ �#âè�#� � �{� �����

C∞

c (Rd
+) � �$§©¨ª�³� � W 1,2(Rd

+)
� � � / �

���B� v¡ !y!¢
����� ¥ ° £ u ∈ C∞

c (Rd
+)

�
� » �
−

∫ r

0

∂u(x′, xd)

∂xd
dxd = u(x′, 0) − u(x′, r) ¦ç° £ r > 0.

¶?� � � £���£ ¼���� £ Â � � u
������� � � �?� � Rd

+

� � � � � £ ¨ � » ��� � â � £ � �$�����#â °X� � §�¨����aé � � � ���1�©¼��¦±° £ r → ∞
/� � � ² � � � �#� » ����� � £ ¨ � » ��� � â � £

u2(x′, 0) = −2

∫
∞

0
u(x′, xd)

∂u(x′, xd)

∂xd
dxd

�
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¶ �$�	� � � §©¨ � « &]§�¨ªâ � £ � ® « À � � » �#�$§©¨ �X� � » �$� ¦ � £ � ���X�

≤ 2
(∫

∞

0
u2(x′, xd) dxd

)1/2(∫
∞

0

(∂u(x′, xd)

∂xd

)2
dxd

)1/2
≤

≤

∫
∞

0
u2(x′, xd) dxd +

∫
∞

0

(∂u(x′, xd)

∂xd

)2
dxd.

é � ���#� £ �$� £ � � â � £ � �$� � � À � � » �#�$§�¨ �X� �O� � x′
� � � £ ¨ � » ��� � â � £

‖u(·, 0)‖2
L2(Rd−1) ≤

∫

R
d
+

u2(x′, xd) dxd +

∫

R
d
+

(∂u(x′, xd)

∂xd

)2
dxd ≤ ‖u‖W 1,2(Rd

+
).

� § �	��� §�¨ � �#� »!� � � � � � � £ » � � � � £ �	� � � £ � � ��£
Γ̃ : C∞

c (Rd) → L2(Rd−1), Γ̃u := u|
∂Rd� ���#���1� � âè� �X� C∞

c (Rd)
� �1� � � £ W 1,2(Rd)

« � ��£�� Â�� £ � �#¨�� � � � � / ¶ �$� � � £ � � � £ � � ��£ � � �
� � §©¨ ² �0¦ � � � � � ��� »1»1�X� �D� � W 1,2(Rd

+) � �$§©¨ª� � �¸· � �$� £ � � � » � � � � � �1� ® ��� £ �#� � � � ���#���1���¥ ��£ � � �#� ® �X� � Γ
� �0¦ W 1,2(Rd

+)
/

.


