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uovxw�y{zX|~}h���

� �#�1���#�h&��$�?�/�$�������1���#���X�#�G�������������#���
� ���m�B���1�$�

f ∈ Cm(Ω) � ���o�����1���a�#�G�/�$�E�������������$�� �¡��#����¢X�$�#�1���X�X���#�/£m�X���¤�/�$�_�/�$����¥��1¢X�X���$��¦���#�1�$�#����¢X�$�#�1���X�X���#�§��¨X¥
|α| ≤ m

¨X¢ �#¥��#�1��.� ¢{��&]�#�$�#�
g1, g2 ∈ L1

loc(Ω)
�/�$����¥��1¢X�X���$�����#�1�$����¢X�$�#�1���X�X���#�D©����

f ∈ L1
loc(Ω)

.«ª����X�¬�
�1�1�
g1 = g2

������®¨X¢¯�#¥����1�°.
±³²B´ v«µ!y!¶
� ���m�����1�
�·���1�����#�$�¹¸B��¥����$�#�1�$�#¥�º»�¼���#�
¥������$����.� ¢{��&]�#�

f ∈ L1
loc(Ω)

�X���
g1, g2 ∈ L1

locΩ
���1�

f ′ = g1
�X���

f ′ = g2
.X½¾�� �¡¤ª��À¿��X�1���$���G�X�#¥�/�$����¥��1¢X�X���$�����#�1�$�#�Á�·¢X�$�#�1���X�X�a�
�1�1���

∫

Ω

(g1 − g2)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

&]�#�
(ρn)

�#�1�GÂG���1�1�$�À¿B�#¥·�X���
g0
1 , g

0
2

�/�$�EÃq¥�ÄÅ�#�1���#¥��X�X��©����
g1, g2

���1�
0
���/�

R
n .�ª?���X��$��� (

ρn ∗ (g0
1 − g0

2)
)

(x) = 0
��¨X¥

x ∈ Ω
���1�

dist (x,Ωc) > 1
n

.Xª?� � %Y�$�Æ���¼ÇEÈ��#ÄÅ�#�$�ÀÇ��
lim

n→∞
‖ρn ∗ (g1 − g2) − (g1 − g2)‖L1(K) = 0, ∀K ⊂ Ω

������¸B���]�
,

����1�
�
‖g1 − g2‖L1(K) = 0

�É¨X¥����1�$�
K ⊂ Ω

������¸B���]� � �Ê. ¡�. g1 = g2
�°�����®¨X¢¯�#¥����1�°.

uovxw�y{zX|~}h�eË
&]�#�

Ω ⊆ R
d
.X�«¨X¥

k ∈ N
Ä®�1¥��§�1���/�X�]���1©

Mk :=
{

x ∈ 2−k
Z

d} : B(x, 21−k) ⊆ Ω, x 6∈ B(y, 21−l)
��¨X¥����1�$�

y ∈ Ml

���1�
l < k

}



Ì�ÍqÎ�Ï/Ð�Ñ/Ò Ó³Ô�Õ'ÖÀ× Ø!Ð�ÑXÙ Ú�Û�Ü�Ñ{Ý�ÞßÝ�Ñ{Ý�Þáà�Ú�Û$â#ã»ä¯å?æçå�Ú�ä¯Ü�èXå�Ñ
�X�À¿��X�$�#¥���.x� �#�1���#�¬&��$� � ������� (B(x, 21−k))x∈Mk,k∈N

�#�1���m�$���
���é¿��X�1����ê·¢ �#¥��X�Æ ����X�X�§©����
Ω�$����.

±³²B´ v«µ!y!¶çë�ì �#��¢B��¥��
�1�1� ⋃∞
k=1

⋃

x∈Mk
B(x, 21−k) = Ω

.
%>�1¥~í��#�1���#� � �������³�/�$�®¨X¢ �#¥��X�Æ ����X�X�m�$�������{�#���/�1�$ �¡O�$����.¼&]�#� y ∈ Ω

.
ª?���X�O�Àî/�$�����$�#¥��³�#�1�
k ∈ N�X���Z�#�1�

x ∈ Mk

���1�
y ∈ B(x, 21−k)

.é&]�#�
d = dist (y,B(x, 21−k)c)

�X���
k0 ∈ N

���1�
21−k0 < d

.Xª?���X�e�
�1�1���
y /∈

⋃

l≥k0

⋃

x∈Ml

B(x, 21−l).

uovxw�y{zX|~}h�§ï
&]�#�$�#�

X1, X2, . . . , Xn

È®���B�� �¡X¥�ð��X�a�_�X���
1 ≤ p ≤ ∞

.B� �#�1���#��&��$�E�����¹�����1���#���X�
�
� ���m�B���1�$�

Xi � i = 1, . . . , n
���1�$�§���#¸B��¥���¢¯�#�����1��� � �����X�ñ�$���

X1 ⊕
p

X2 ⊕
p
· · · ⊕

p
Xn

���� �¡
���#¸B��¥���¢¯�#�°.� ¢{�m�B���1�$�

Xi � i = 1, . . . , n
���1�$�¹¥��ÀòB�Àî/�1©����1��� � �����X�a�$��� X1⊕

p
X2⊕

p
· · ·⊕

p
Xn

���� �¡O¥��ÀòB�Àî/�1© .
±³²B´ v«µ!y!¶
� ����&]�#�$�#�

Ai

��¢Xí�ð�¡X�1¢B��¥��m�/�$ �¡¼����ó!�#�1�1�a�#�X���#�h�1�
Xi � i = 1, . . . , n

.Bª?���X���$���
A1 × A2 ×

· · · × An

��¢Xí�ð�¡X�1¢B��¥��X���e�/�$ �¡¼�·�1�
X1 ⊕

p
X2 ⊕

p
· · · ⊕

p
Xn

.
� ¢{�mÂÁ���aí��#�1�
�Å�#¥���� � ������� (X1⊕

p
X2⊕

p
· · ·⊕

p
Xn)′

�$�����a��¥�¸X¡oíÆ�
X ′

1×· · ·×X ′
n

�$��� �
p
��¸X�$�#�1�

���#�1���Eô·���1�$��¡X�$�#¥��À.�ª?���X�§�$���¹�����®õq¥���¢X�$�#�ö���V�X������¥��m�X�1�$�#¥����B�Æ�®�$���¹�/�$�_&��X¥�÷��#�]���1©��1��ð��©����
ι : X1 × · · · × Xn → X ′′

1 × · · · × X ′′
n

íÆ�¤í��#�1���#��. ��¢¯�#¥������·�$���¹�$�#�$ �¡¼� � �X�#�X�G�/�$�&��X¥�÷��#�����1©]�1��ð��®����1�
�¹���]��¥��/�1�B�����#ÄÅ�#�$���V�����¹�X�#¥¹ø~��¥����������#��íÆ�X�X��.

ùQú kmû{r_s�kmpVt
uovxw�y{zX|~}Güh�

&]�#�
I = (a, b) ⊆ R � a < b

.{� �#�1���#�h&��$� � ������� C∞
c (I)

�X�$ �¡��¾�/�$ �¡¼�¾�1�
W m,∞(I)

�$����.��B�#¥����#¥���1���
W 1,∞(I)

�X���
W 1,∞(R)

�X�$ �¡¼�¾���#¸B��¥���¢ �#�°.
±³²B´ v«µ!y!¶ º��S�/�$�Æ���#�ý���/���¼��¢ �¬©��#¥����#¡��#�SÄ®�1¥

W 1,∞ ���1�Áð�þ��X�1©
���$�#�¼���#¥ÿ½¾��¥��
‖f‖ =

max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞}
.éª·�$�o�����������������

1
���X�X�����$���

f
�1�$�#�
���1�

W m,∞(I)
��¢¯�#¥m�
���X�Z�X�$ �¡�����1�?�X�X�X�]���$�����#�ÿ�����

Cc(I)
��¸X¸X¥���î]�1���$�#¥��?Ä �#¥��X�#� � �X�#�X� Cc(I) 3 fn → f

�1�
W m,∞ �1��¦¸X�1�1íÆ�$�#¥��

Cc(I) 3 fn → f
�1�

L∞ � ���$��� fn → f
�
�$�#�$ �¡X�Oð������1� � ��¢¯�#¥ ‖fn − f‖ = 1

��¨X¥���1�$�o�����$ �¡��#�
fn

.�½¾�#¡X�a�#�çÄ®�1¥m��� � �������E�Æ�_�#�1���a�B���1��� (ϕn)
�1�

C∞
c (I)

�]�X�#¥
C∞

c (R)
���1�

supp ϕn ∩ supp ϕk = ∅
����1�$�

n 6= k
�X�������1�

‖ϕn‖W 1,∞ = 1
�Àî/�$�����$�#¥���. ª?���X�G¢¯�#��¥��� �¡����

X := {
∑∞

n=1 anϕn : (an) ∈ `∞}
.«Ã³�m�$�m�$�#�$ �¡���íÆ�Zí��#�1���#�Z�������

X
�#�1���·�¼���#¥�¥����X� ©����

W 1,∞ �X���G�$�����a�#��¥��$�� �¡G�$�����a��¥�¸X¡�íÆ�
`∞

�$����.Bª?��¡��#¥·�$���
X

�X�$ �¡¼�����#¸B��¥���¢¯�#�x�X���G���a�
���X�

(
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���� �¡

W 1,∞ �X�$ �¡¼�����#¸B��¥���¢¯�#� ���#�1��.!ª¾�$���·��������¥��X�����$��� �X�#�Z�X�X�X�]���$�����#�
ϕn

�$���m�$�#�$ �¡¼���1��B���1�$�o©����
R
�!�#�1�/��� �¡¬©��#¥��� �¡X�$�#¢X�m�O���¬©��$�#�1�O���$�V�#�1���

C∞
c (R)

�X�X�X�]���$����.!º»� �{���1�$�a©����
I���#¡X�a�#� Ä®�1¥

I = (a, b) = (0, 1)
����.³È��#��¥��� �¡����

ϕ ∈ C∞
c (I)

���1�
‖ϕ‖W 1,∞ = 1

�X���
supp ϕ ⊂ (0, 1/2)

.é&]�#��í��
ϕn(x) := 1

2n ϕ(2nx − (1 − 1/2n−1)) � Ä �#�$ �¡��O�/�$�a���#Ä®¨X���� �¡����Ãq�1���#���� �¡B�������#�a¡B��� � ¢ �#��¥��� �¡¼���®¡X�$�#¥
ϕ
���$�

0
�������#¥�¡B���1¢

I
�À.�º»�V�/�$�Æ���#�c�{���1�$�Å�$���

X
���1�$�#¥��/�1�X����X�$ �¡¼�¾�a�#¡X¥¹�$�����a�#��¥��$�� �¡e�$�����a��¥�¸X¡eíÆ�

`∞ � �������X�#¥��e���X¥¹���] �¡e�$�����a��¥�¸X¡¤íÆ�
`∞

.
uovxw�y{zX|~}GüGË

� �#�1���#�h&��$�
�
� ���

[−1, 1] 3 x 7→ |x|
�1�$�#�
�¹�1�

W 1,1((−1, 1))
.� ¢{��&]�#�

f ∈ L1
loc(R

d)
���1���� �¡�Ä �� �¡��#¥¾�·¢X�$�#�1���X�X�

g � g(x) = 0
��¨X¥®�°���������1�$�

x ∈ R
d � �����X��$���

f ≡ c
�°������¨X¢ �#¥����1���É¨X¥¹�#�1�����·�����������¼���

c
.

±³²B´ v«µ!y!¶
� ���mª¾�$���� �¡�Ä �� �¡��h�·¢X�$�#�1���X�X� �X�#¥O���#���#¢¯�#���#�T�X�X�X�����$���>�$���

−2χ[−1,0) + 1
.ÅÂÁ���[�m����#�1�/�°�� �¡��/�$�Eª��À¿��X�1���$���e¨X¢ �#¥�¸X¥�¨/��#��.� ¢{��&]�#�

Ω = B(0, R)
�X���

Ω′ = B(0, R + 1)
íÆÄ �#�����X���#�1��.�%>�1¥¹í��#�1���#� � ������� f = 0

�°�����¨X¢¯�#¥����1���1�
Ω
.Xª?���X�§����1�
������ �¡¤�/�$�_È �#¡B���X¸X���X�X��.È��#��¥��� �¡����O�#�1���#�ÿÂ����1�1� ¿B�#¥

(ρn)
. ª?���X�h�
�1�1�

Dj(ρn ∗ f) = ρn ∗ Djf = 0
� %>�$�Æ���¼Ç�� ��Ê. ¡�.

ρn ∗ f ≡ C
.]�·�����#¥��X�#� �
�1�1�
C = (ρn ∗ f)|Ω = (ρn ∗ χΩ′f)|Ω → χΩf

�1�
L1(Ω),�Ê. ¡�.

f ≡ C
��./¨�.1.

	


