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&]�#�
X

�#�0�����������$�#�����#���~�#�]�����������X�e�
L ⊆ X

���X���������X�$�
�����#���
K ⊆ X

�������B������/
� ����  �#�0���#�h&��$�
��¡������

L + K := {x + y : x ∈ L, y ∈ K}
���X���������X�$�
�����#�e�$����/� �{��  �#�0���#�h&��$�
��¡������

L + k
�������B���]�¢�$�����]£¤���0�$�¦¥�����§���¥��0�$���

L
�������B�����¢�$����/� ����¨��#�©�#��&��$��¥�ª«�#� ���X���������X�$�
�����#���¢¬��#�X���#�o������¡X�#���#��&��X���a�¢�X�$���­�����X���������X�$�
�����#�a�$����/

®°¯B± v³²!y!´
� ����&]�#�

(xn) ⊂ L+K
�#�0���°�����­µ��#�����#�����¦¶����0���°���0�q¨·���#�X¥�ª¸�#���

x
/�¹?���X�m�»º.�$�����$�#���#�

(x1
n) ⊂

L
�X��¡

(x2
n) ⊂ K

���0�
xn = x1

n + x2
n

/ ¹?�
K

�������B�����?�$�����¼�»º]�$�����$�#���
(x2

nk
) ⊂ (x2

n)���0�
limk→∞ x2

nk
= x2 ∈ K

/³½������Z�~�������������#��¥��X�X�¾�����­µ��#���
�$�#�����������
(x1

nk
)
�¿�#��ª�����#���#�

x1

/!¹?�
L
���X���������X�$�
�����#�À�$�����¼�
�0�0�

x1 ∈ L
/¿Á�Â©�#���B���m�
�0�0�

x = x1 + x2

�!¡¼/ ��/
x ∈ L + K

/� �{��&]�#�
(xn) ⊂ L + K

�#�0���E¶����0���
/B¹?���X�Ã�»º.�$�����$�#���#�
(x1

n) ⊂ L
�X��¡

(x2
n) ⊂ K

���0�
xn =

x1
n+x2

n

/�¹?�
K

�������B���]�q�$�����
�»º.�$�����$�#���
(x2

nk
) ⊂ (x2

n)
���0�

limk→∞ x2
nk

= x2 ∈ K
/�¹?��������

L
�������B�����¸�$�������»º.�$�����$�#���

(xnkl
) ⊂ (x1

nk
)
���0�

liml→∞ x2
nkl

= x1 ∈ L
/�Á�Â©�#���B����
�0�0�

liml→∞(xnkl
) = x1 + x2 ∈ K + L� ���_%T§��X�$�

M1 := {x ∈ R : x = n + 1

n+1
, n ∈ N}

�X��¡
M2 := −N

/°¹?���X�Ä�
�0�0�
0 /∈ M1 + M2

�B���©�#�
( 1

n
) ⊂ M1 + M2

/
uovxw�y{zX|~}h�eÅ

  �#�0���#�h&��$�
� ���m¹��#��ÆÇ���X�

L1 ∩ L∞(M,µ) := L1(M,µ) ∩ L∞(M,µ)
�¸µ��#�����#���#�Ä���0�o¡X�#��½·�����

‖f‖1∩∞ := ‖f‖1 + ‖f‖∞
�.�$���¢�#�0�GÈ����B�����X�����X�e/
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L1 + L∞(M,µ) := {f : f : M → K
�a�������B���¦�X��¡

∃g ∈ L1(M,µ), h ∈
L∞(M,µ)

���0�
f = g + h}.

¹·�$�EéÇ�X�X�0�$¡.�X�X�
‖f‖1+∞ := inf{‖h‖1 + ‖g‖∞ : h ∈ L1, f ∈ L∞}.�$���Ç�#�0���?½Ç�����e�X���0�Ç¡X�#�

L1 + L∞
�#�0�eÈ����B�����X�����X�ê�$����/� ���më~���
�0�0�

Lp(M,µ) ↪→ L1 + L∞(M,µ)
�Xª«��� �#�x¡.�$�Eëq�0�­�©�#�����X�X�o�����#���0���$����/

®°¯B± v³²!y!´
� ���më~���$���¦�]�������X¡������

‖ · ‖1∩∞

�#�0���E½·�����ì�$����/&]�#�����X�
(un) ⊂ L1 ∩ L∞(M,µ)

�#�0���[í���������î­£ï���0���
/?¹?���X�<�$���
(un)

�������c�#�0���í��������­î�£Ù���0���«�0�
L1(M,µ)

�X��¡
L∞(M,µ)

/�%ð�#���#��¡X�#�!�~���0�$����§���¡.�0�
���#�0�¿µ����
L1(M,µ)�X��¡

L∞(M,µ)
£Ù���0�
���³¡������

(un)
�0�

L1(M,µ)
�X��¡

L∞(M,µ)
������µ��#���
�$�#����/q¹?��ñ��»ò¡X�m�����­µ��#�����#������¶����0���_�0�

L∞(M,µ)
£ï�����ÇóX� �#�����0�³�X�X�X�]��ª¸�#�$���_������µ��#���
�$�#���?�X��¡�ñ���¡X�������µ��#�����#�­����¶����0���o�0�

L1(M,µ)
�#�0����ô!�#�0�õ£ï���0����� �����0��¥���� ¡.�$�m£ï�����ÇóX�©�#�����0�q�X�X�X���ãª¸�#�$���������µ��#���
�$�#�����¸�����0���a�#�Y¡.�$�G¨·���#�X¥�ª¸�#�����ÃóX� �#���#�0��/°¹������#�O�����­µ��#���
�$�#���

(un)
�������ö�0�

L1 ∩ L∞(M,µ)
/�µ����0�$����§���¡.�0�a�$����/� �{�m¹·�$��÷Ç���a�����#�X�0��§����X��¡Z¡.�$��¹·���#�$���.���X�X�
�$�#�$�����X�X�À���0��¡D�]������/~&]�#�

u ∈ L1 + L∞
���0�

‖u‖1+∞ = 0
/°¹����X�Y�»º]�$�����$�#���#�ø¥��

ε > 0
¶X�X�X�����$�����#�

hε ∈ L1(M,µ)
�X��¡

hε ∈
L∞(M,µ)

���0�
‖hε‖1 ≤ ε

�
‖gε‖∞ ≤ ε

�X��¡
u = hε + gε

/¸½·�����T&.����¥�¡X�#�o�~���ùò�$�����X�X�À¡.óX�ù£Ù�#�øª¦�0�O���X���#�X�a�#���¸¡������
limε→0 hε(x) = 0

£ÙóX�V£ï�����O���0�$�
x ∈ R

d �X��¡
limε→0 gε(x) = 0

£ÙóX��£¤���������0�$�
x ∈ R

d
�
�0�0��/B¹������#�¢£Ù���0�
��ú

u(x) = lim
ε→0

hε(x) + gε(x) = 0,
£ûóX��£¤���������0�$�

x ∈ R
d.

éÇ�$�����$���
‖ · ‖1+∞

�#�0���E½Ç�����e/&]�#�
(un) ⊂ L1 + L∞(M,µ)

�#�0���Ví���������î­£ï���0���
/©%T§��X�$�m�#�0���Vô!�#�0�õ£ï���0���
(unk

) ⊂ (un)���0�
‖unk

− unk+1
‖1+∞ ≤

1

k2�X��¡
hk ∈ L1(M,µ)

�
gk ∈ L∞(M,µ)

���0�
‖un1

‖1+∞ > ‖h1‖1 + ‖g1‖∞ +
1

2
‖un1

‖1+∞,

‖unk
− unk−1

‖1+∞ > ‖hk‖1 + ‖gk‖∞ +
1

2
‖unk

− unk−1
‖1+∞, k > 1.

¹?���X�e�
�0�0��ú
n∑

k=1

‖gk‖1 + ‖hk‖∞ ≤

n∑

k=1

‖unk
− unk−1

‖1+∞ ≤

n∑

k=1

1

k2
,

(
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un0
≡ 0

/�%ð�#���#��¡X�#�¿�~���0�$����§���¡.�0�
���#�0�qµ����
L1(M,µ)

�X��¡
L∞(M,µ)

�»º]�$�����$�#���#�¨·���#�X¥#£Ù�X�X�]���$�����#�
h ∈ L1(M,µ)

�X��¡
g ∈ L∞(M,µ)

���0�
lim

n→∞

n∑

k=1

gk = g, lim
n→∞

n∑

k=1

hk = h.

ë~���
�0�0�¢�­�X��ú
‖unk

− (h + g)‖1+∞ ≤ ‖

k∑

l=1

hk − h‖1 + ‖

k∑

l=1

gk − g‖∞ → 0
£ÙóX�

k → ∞.

uovxw�y{zX|~}h��ü
&]�#�

f ∈ BUC(Rd)
�X��¡

(ρn)n∈N

�#�0��¬����0�0�õèB�#��/�  �#�0���#��&��$�
�]¡������
ρn ∗ f → f

�0�
BUC(Rd)� ¡¼/ ��/X�
�$�#�$���X�O§�ý
�0���»/

®°¯B± v³²!y!´ µ��
�¤/�È��#ª«�#�$�¢µ����eþ��#���O��,]/0-�(�¡X�#�¦�~�����$�����X�X��/
ÿ�� k��{r_s�kmpVt

uovxw�y{zX|~}��h�
¶³óX�

h ∈ R
d
�©�#�������������E�O���Ã¡X�#��ÁÇ�©�#���������

Th

�X¡X�»è��X�$�#���Ç¡.�X�����
(Thf)(x) = f(x + h), f ∈ Lp(Rd), x ∈ R

d.È��#ª¸�#�$���#��&��$�~¡.�$�°&����#���0�
���#�0�xµ����
Th : Lp(Rd) → Lp(Rd)

�X��¡E¡X�#�!¶��X�X�����$���
R

d 3 h 7→ Thf£ÙóX�
f ∈ Lp(Rd)

/
®°¯B± v³²!y!´ ¹Ç�$�V&����#���0�
���#�0��µ����

Th

£Ù���0�
�Ç�����
‖Thf‖p = ‖f(· + h)‖p = ‖f‖p

/
&]�#�

f ∈ Lp(Rd)
�X��¡

ε > 0
/�%T§��X�$�

∈ C∞
c (Rd)

���0�
ϕ − f‖p ≤ ε

/³¹��
ϕ
�
�$�#�$���X�O§������0������#���0�O�$�����X�»º]�$�����$�#�����#�0�

h0 > 0
���0�

‖ϕ(· + h) − ϕ‖p ≤ ε̃|supp ϕ|
1

p ≤ ε, h ≤ h0.¹?�����#�¦£ï���0�
��ú
‖f(· + h) − f‖p ≤ ‖f(· + h) − ϕ(· + h)‖p + ‖ϕ(· + h) − ϕ‖p + ‖ϕ − f‖p ≤ 3ε, h ≤ h0

uovxw�y{zX|~}��GÅ
&]�#�$�#�

f, g ∈ L1(Rd)
/¿  �#�0���#�Z���$�
�!¡������

L1(Rd)
�!µ��#�����#���#�À���0��¡X�#�øÁÇ�©�#�������$�����#�

f + g
�

f ∗ g
���#�0�����������m�X�������0µ��mÈ¦���B�����B���0���#�X���a�$�����.ª«�#�$�����m���#�0���Eëq�0�����#�$�#�a�#�����©�����0��¥���/

®°¯B± v³²!y!´ ½·�����X���������#�e¡X�#�¸¹��»è��X�0���$����¥��#�0�
���.¡������
L1(Rd)

�#�0���Ç�������_�X�������0µ��?È¦�������B���0���»ò�X�����$����/

�
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g ∈ L1(Rd)
���0�

g ∗ f = f
£ÙóX�m���0�$�

f ∈ L1
/�¹?���X�æ�
�0�0��B�����G¡X�#�¢�~�����$�����X�X�a£ûóX�¢�#�0���#�Ã¬����0�0�õèB�#�

(ρn)

lim
n→∞

ρn = lim
n→∞

ρn ∗ g = g.

½������h¡X�#���~�����$�����X�X���©�»º]�$�����$�#���·�#�0����ô!�#�0�õ£ï���0���
(ρnk

) ⊂ (ρn)
� ¡.�$�m£ï�����ÇóX� �#�����0�¿�X�]��ªE/ �����.òµ��#���
�$�#�����{¡¼/ ��/

g ≡ 0
�.ª«���Ç��Â©�#�����$���­���0�$�����#�0�Ã%Y�$¡X�#�����X�������Ã�$����/

�


