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6. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei X ein normierter Vektorraum, L C X abgeschlossen, K C X kompakt.

(a) Zeigen Sie, dass L+ K :={x+y: x € L, y € K} abgeschlossen ist.
(b) Zeigen Sie, dass L + k kompakt ist, falls zusétzlich L kompakt ist.

(c) Geben Sie zwei abgeschlossene Mengen an, deren Summe nicht abgeschlossen ist.
Loésung:

(a) Sei (z,) C L+K eine konvergente Folge mit Grenzwert . Dann existieren (z.) C
Lund (27) C K mit x,, = x}, + z}. Da K kompakt ist, existiert (22 ) C (22)
mit limy_o 27, = 2 € K. Nach Voraussetzung konvergiert auch (z, ), etwa

gegen x1. Da L abgeschlossen ist, gilt 1y € L. Offenbar gilt x = 1 + z2, d.h.

rel+ K.
(b) Sei (v,) C L+ K eine Folge. Dann existieren (z.) C L und (22) C K mit z,, =
), + 7. Da K kompakt ist, existiert (27, ) C (3) mit limy o 27, = 2> € K. Da

n n
auch L kompakt ist, existiert (an, ) C (2, ) mit limy_,o x%”w = z! € L. Offenbar
gilt limy— o (2n,, ) = l+a2?e K+ L

c) Wahle M{ .= {x € R : x = n—l—L, n € N} und My := —N. Dann gilt
n+1
0 ¢ My + My, aber (1) ¢ My + Ms.

n
Aufgabe G2
Zeigen Sie

(a) Der Raum L' N L®(M,p) := LY(M,u) N L®(M, ), versehen mit der Norm
I fllinco == Il fll1 + || flloo, ist ein Banachraum.
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(b)

Definiere L' + L®(M, ) := {f : f: M — K messbar und 3g € L'(M,p), h €
L*°(M,p) mit f = g+ h}. Die Abbildung

I £ll1400 == inf{|IA]ls + llglloo = h € L, f € LY.

ist eine Norm, mit der L' + L> ein Banachraum ist.

(c) Es gilt LP(M, i) — L' + L>®(M, i), wobei die Einbettung stetig ist.
Losung:
(a) Es ist klar, dass || - ||1neo €ine Norm ist.

Sei nun (u,) C L' N L*(M,pu) eine Cauchyfolge. Dann ist (u,) auch eine
Cauchyfolge in L*(M, 1) und L% (M, 11). Wegen der Vollstéindigkeit von L' (M, )
und L% (M, u) folgt, dass (u,) in L'(M, ) und L>°(M, ;1) konvergiert. Da je-
de konvergente Folge in L>°(M, 1) fast iiberall punktweise konvergiert und jede
konvergenteFolge in L'(M, ;1) eine Teilfolge besitzt, die fast iiberall punktweise
konvergiert, stimmen die Grenzwerte iiberein. Daher konvergiert (u,) auch in
L' N L (M, i1). vollstéindig ist.

Die Homogenitit und die Dreicksungleichung sind klar. Sei u € L' + L* mit
|ull14+00 = 0. Dann existieren zu ¢ > 0 Funktionen h. € L'(M,u) und h. €
L®°(M,p) mit ||heli < €, [|gelloc < € und u = he + g.. Nach Satz der Vor-
lesung diirfen wir annehmen, dass lim. .o h.(z) = 0 fiir fast alle z € R? und
lim, o g-(z) = O fiir fast alle 2 € R? gilt. Daher folgt:

u(zr) = ilg(l) he(z) + g-(x) = 0, fiir fast alle z € RY.

Also ist || - ||1400 €ine Norm.
Sei (up,) C L' + L*(M, i) eine Cauchyfolge. Wihle eine Teilfolge (un, ) C (uy)
mit

1
Hunk - unk+1H1+OO < ﬁ

und hy € LY (M, 1), gr € L>®°(M, i) mit
1
[uny 100 > Il + ll91lloo + 5 lltims 1400,
2
1
g = tny 1100 > 1Rl + llgilloo + 5 lluny = tny 1400, &> 1.

Dann gilt:

n n n

1
D Mgl + owlloo < D Nuny =ty lli+oo <D =k
k=1 k=1

k=1
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wobei u,, = 0. Wegen der Vollstéindigkeit von L (M, u) und L (M, ;1) existieren
Grenzfunktionen h € L'(M, u) und g € L>(M, u) mit

n n
Jun ) k=g, i D he=h

Es gilt nun:

k k
ltny, = (B4 g)llvoe < 1D ki = hlly+ 1) g = glloo — 0 fiir k — oo
I=1 I=1
Aufgabe G3

Sei f € BUC(R?) und (p,,)nen ein Mollifier. Zeigen Sie, dass p, * f — f in BUC(RY)
(d.h. gleichméRig).

Losung: vgl. Beweis von Lemma 7.12 der Vorlesung.

Hausiibung

Aufgabe H1
Fiir h € R? betrachte man den Operator T},, definiert durch

(Thf)@) = f(z+h),  feLP(RY), v R
Beweisen Sie die Stetigkeit von T}, : LP(R?) — LP(RY) und der Funktion R? > h + T}, f
fiir f € LP(RY).
Losung: Die Stetigkeit von T}, folgt aus | Thf]l, = [|F(- + R)llp = || f1l,-
Sei f € LP(R?) und & > 0. Wihle € C°(R?) mit ¢ — f||, < . Da ¢ gleichmiissig
stetig ist, existiert ein hg > 0 mit

1
lo(-+h) —@llp < Elsupp |7 <&, h < ho.

Daher folgt:
[FCH+R) = Fllp < NFC+R) =G+ Rl + lleC + ) =@l + e = fllp <3, h < ho

Aufgabe H2

Seien f,g € L'(R?). Zeigen sie, dass L'(R?), versehen mit den Operationen f + g,
f * g, eine kommutative Banachalgebra ist, welche keine Einselement besitzt.

Losung: Nachrechen der Definition zeigt, dass L!(R?) eine kommutative Banchalge-
bra ist.
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Angenommen, es existiert ein ¢ € L'(RY) mit g f = f fiir alle f € L'. Dann gilt
nach der Vorlesung fiir einen Mollifier (py,)

lim p, = lim p,*xg=g.
n—oo n—oo

Nach der Vorlesung, existiert eine Teilfolge (pn,) C (pn), die fast iiberall pktw. kon-
vergiert, d.h. g = 0, was offensichtlich ein Widerspruch ist.



