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fRg hjiUilknm�o]p�hUmjq
rlsut�vxwWy{ze|~}

�����j�������������_�#� & �$�>���$�D���A���������W�_�D�����
`p ��� � p ≥ 1

.���x��� �#�����#� & �$�
� �¡���¢�>�¢�¢�#�������j�����¡�����¢��£¡�W�W¤¥���$���A���$�
ϕ ∈ (`∞)′

�§¦��$�����$�#�¢�#��� ���$�
ϕ((an)) =

limn→∞ an

�#� �¨� ���$�#� �¨� �©�����$� (an) ∈ c
.�¨ª��j£ � � y = (yn) ∈ `1

�¢�#�
ϕy : `∞ → R

���#���#�«�#�¬���W�¢ª¢
(xn) 7→

∑∞
n=1 xnyn

. � �#�����#�& �$�
�¡�¡�����
ϕy ∈ (`∞)′

�$��� .�¨�A��� �#�����#� & �$�
�!�¡���¢�
y 7→ ϕy

�#���¡���¡�����_�#��A�����¢�#�¡�W�_�����¡�����¢�N®©�W�W���$���W�W�b�$�¢������� �#�>�W�$ª�¯����W�¨°��#¤/��������� � (`∞)′
�$��� .�¨����� �#�����#� & �$�
�¡�¡���¢�

c0
�W�¡�

`1
�W�$ª¢¯�±�¢�§²A�§¦/���������¡� .

³µ´A¶ s¸·!v!¹
����� & �#�

1/p + 1/q = 1
. �>���W�º�$���»���$�]®©�W�W���$���W�W�

J : `q → (`p)′
�W�§¼¡�W�$�#�������W�¢ª¢

(Jx)(y) =
∞
∑

n=1

xnyn

�#���b�$�����_�#�����$�¢ª¢¡�#�©½¾�¢���_����¿WW�$���j�¡� .¡À �����»�$�¢�����$�]Á ���¡�������������»�����
J
. £ � �Â°Ã���W��� x ∈ `q���#¡Ä����

Jx Å � (`p)′
�¯�W�#�W�

Jx
�$���n�A��� � �����$ª�l�����¡�����Æ�W�¡�_���n�
�����±�¨Ç�Ä��$�W�#�ÆÈ±�W�
�$�#�$ª¢¥�W�W�¥�§É

|(Jx)(y)| ≤

∞
∑

n=1

|xnyn| ≤ ‖x‖`q‖y‖`p .

���# . É
‖Jx‖ = ‖x‖`q

.& �#�
q < ∞

�W�¡�b���#� Å � yN
n := xn|xn|

q−2
�
n ≤ N

���W�¡�
yN

n = 0
�
n > N

. �>���W�º�
������É

‖yN‖`p =

(

N
∑

n=1

|xn|
p|xn|

(q−2)p

)

1

p

= ‖(xN )‖
q

p

`q = ‖(xN )‖q−1
`q ,



Ê�ËnÌ�Í�Î�Ï�Ð ÑµÒ�Ó'Ô§Õ Ö!Î�ÏW× Ø¨Ù¨Ú�ÏxÛ�ÜÝÛ�ÏxÛ�ÜßÞ�Ø¨Ù$à#áãâ«ä>å¬ä�Ø¨â«Ú¥æWä¢Ï
ç ��� �#� xN

n := xn

�
n ≤ N

���W�¡�
xN

n = 0
�
n > N

. �>������� � �����
��É
‖J(x)(yN )‖ =

N
∑

n=1

|xn|
q = ‖xN‖q

`q = ‖(xN )‖`q‖(yN )‖`p .

£ � � q = ∞
�«�#������ª¢¯�¢�

δn

.®±�$�¢���$���
J
�$�¢���_�#�����$�¢ª���W���¡���«���¢���¡�W�#�¢�>����°��#¤¥����� .���# . É

J
�$���»���W�¨°��#¤/����� .& �#�

ϕ ∈ (`p)′
�W�¡�b�¢�#� Å � xn := ϕ(δn)

. ®©�A���$��� Å �b��� �#� � �����
��É
‖(xN )‖q

`q =
N
∑

n=1

xnyn = ϕ(yN ) ≤ ‖ϕ‖‖(yN )‖`p = ‖ϕ‖‖(xN )‖q−1
`q ,

� .  .
‖(xN )‖`q ≤ ‖ϕ‖

. ���#�U£A�����
q = ∞

���#¥�����A���$��� .!% �$�N���¬�W�#�]è{�����$�����W�W� � �����
�
Jx = ϕ

.���x�j�>���>£W�W�W¤/���$���A���
ϕ(x) := limn→∞ xn

� �W�§¼¡�W�$�#��� �¨� � x ∈ c
� �$���>���¢�#����� . é ��ª¢êÇ���W�/ë�ì���A��ª¢~�#��A�����¢�#� ç ���»�#���¡�D�¢�¢�#�������D£¡�����¢�¢�#� Å �W�W����� � `∞

.�¨ª��j®±�A���$��� Å �îíu�#���Æ����� .�¨�A�j���# . É
J
�$���ì�W�$ª�¯�±�¢�W�¨°Ã�#¤/����� .& �#�

ϕ ç �$�����ï���x� .®±�W� . É
∃(xn) ∈ `1

É
ϕ(y) =

∑∞
n=1 xnyn

.�>���W�N�
�����
limxn→∞ xn = limn→∞ yn 6= 0

�¨�¢�#� Å � y = δn

�§� ç �#�$ª�¡�����#��� % �$�W�#�¢�¢¿W���¡ª¢
Å � (xn) ∈ `1

�¡���¢���¢�#����� .�¨���j£¡�����
�����¡�»í!�#���ð�����ð�W�¡�¬�¨�A� .
rlsut�vxwWy{ze|bñ

& �#�
α ∈ (0, 1)

. ���$�D£W�W�W¤/���$���
k : [0, 1] × [0, 1] → R

�¢�#���W�§¼¡�W�$�#�������W�¢ª¢
k(x, y) :=

{

1
|x−y|α x 6= y

0
�¢���¡���

.£ � � f ∈ C([0, 1])
�¢�#�

T
�W�§¼¡�W�$�#���±���W�¢ª¢

(Tf)(x) :=

∫ 1

0
k(x, y)f(y) dy.

������� �#�����#� & �$�
�¡�¡���¢�
T
�#���î���¢�#�������#��ò±¿ �#�����¢���±��� � C([0, 1])

�$��� .���x�j½¾���
T
¤�����¿A��¤/��ó�¨ª�� & �#�

k : [0, 1] × [0, 1] → K
�¢�¢�#����� . £ � � f ∈ C(I)

�W�§¼¡�W�$�#�¢�
(Sf)(x) :=

∫ x

0
k(x, y)f(y) dy, x ∈ [0, 1].

� �#�����#� & �$�
�¡�¡���¢�
T
¤�����¿A��¤/�»�$��� .

(
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³µ´A¶ s¸·!v!¹
����� & �¢�#¥�©���ô�ð�¡ª¢î����� % �#���¡�#��� & �#���¢�]õ
ö�ë/õ�÷ .���x�jø¯���A�W�#�±ò±¿ �#�����¢���»�$�¢�ì¤�����¿A��¤¥� .A& �$�#¡�]���¡ª� % �#���¡�#��� & �#���¢�Dõ
ö�ë/õ�÷¡�W�W�¡� ç �#�¡�W�]�¡���W�®±� Å �#��ù�ë¥®±��ª������u��� .�¨ª��j���#��ò±¿«�#�����¢���]W�$�#�j¡�#��ú
�]è{�����¢�#������û¾ò±¿«�#�����¢�����¸�W�¡�ê�����j®±� Å �#��ù�ë¥®��¢ª������µ�$���j���]�$�#�$ª�¯�Å � Å �#�����#���A�¡���¢�»�#�»¤�����¿A��¤/�»�$��� .rlsut�vxwWy{ze|ºü
� �#�����#� & �$�
�W�¡���¢�»�#���º�����¡�����¢���©£¡�W�W¤¥���$���A���

ϕ : X → K
���¢�#�������$���ì���#�A���F�¡���W��� ç �#�W� ker ϕ���W�����¢ª�W�$�
�¢�¢�#�F�$��� . ½ã�¢�

kerϕ
�W�$ª�¯�����W�����¢ª¢W�$�
�¢���#���A�¡���W�b�$���»�#�»�����¯���©���$ª¢¥�©���

X
.

³µ´A¶ s¸·!v!¹ ½¾���
ϕ
���¢�#�����¡�!�¡���W�ï�$���

ker ϕ = ϕ−1({0})
���W�����¢ª¢W�$�
���¢�#���!�W�#�W�

ker ϕ
�$���]�¡���È±���W���$�b�W�#�±���W�����¢ª�W�$�
�¢�¢�#�¡�#�~ýF�#�W���

{0}
�W�¥�¢�#�±�#���¡�#�©���¢�#�������#�F£W�W�W¤¥���$��� .

& �#�Â�¯�W�
ker ϕ

���W������ª¢W�$�
�¢�¢�#� . �>���W�~�$���
[ϕ] : X/ ker ϕ → K

ç ��W�$�W�§¼¡�W�$�#���>�W�¡�~����°Ã�#¤/����� .®±�Wú��#�¢�W�#�þ�$�¢�
dimX/ ker ϕ ≤ 1

�W�¡�
[ϕ]

���¢�#�����ÿ�¨�¡�_���©�����¡��������� � �#���¡�#�þ�#�¡�����$ª�~�����_�#��û���$���A���$�#���±���W�;�$����� .¯& �������µ�$���µ���¡ª¢
ϕ = [ϕ]◦q

���¢�#�����¡� ç ��� �#� q ���$���±�¡�����$�#�¥�¢�#�A���W�W���$���W�W��«� Å �#�$ª¢W�¡�#� .& �#�W°��#� Å � ϕ
�W�¡���¢�#����� .W% ��� Å �#�����#���A�¡���¢� ker ϕ

���$ª¢¥�©�$��� . �>�
ϕ
�W�¯�«���¢ª�W�����W¤¥�±�$�����W�§¦/�$�¢���$�#���

�¨� �U°Ã���W��� n ∈ N
�#���

xn ∈ X
�����

‖xn‖ ≤ 1
�W�¡�

|ϕ(xn)| ≥ n
. £ � � y ∈ X

�¢�#� Å �
yn := y − xnϕ(y)/ϕ(xn)

�W�¡���W�b���#���¢�#�
yn ∈ ker ϕ

�W�¡�
yn → y �¨� � n → ∞

.

��� h��xo]p�hjmUq
rlsut�vxwWy{z
	e}� �#�����#� & �$�
�¡�¡���¢�ì�W�#�©½¾�W�#�¯���������¢�¢��¿«�#�����¢���

I : C1([0, 1]) → C([0, 1])
¤�����¿A��¤/�»�$��� .

³µ´A¶ s¸·!v!¹ % �#�¡�W�D�W�#� & ��� Å �����î®±� Å �#��ù�ë¥®��¢ª������u���º�W� Å � Å �#�����#���A�¡���¢�
{f : f ∈ C1([0, 1]), ‖f‖C1 ≤ 1}�¢�#����������¤�����¿A��¤/�»���

C([0, 1])
�$��� .

rlsut�vxwWy{z
	Fñ
����� & �#�

m ∈ `∞
�W�¡�

M : `p → `p
�
1 ≤ p < ∞

���¢�#�{�W�§¼¡�W�$�#���]���W�¢ª�
(Mx) = mnxn

.�>���W�b�$���
M

¤�����¿A��¤/�»���#�A���î�¡���W��� ç �#�W� m ∈ c0
.���x� % �$�W�#���$�#���#� & �$�N���WA���¡�ï�#���¡�������#���#�¥� �#�$�¢¿W�$�#�$�]���$� � �������#�¡�W�N���#A���W¿W���W�W�¡É!½¾��� (Tn)�#���¡��£¡��������¤�����¿A��¤/�¢�#�±ò±¿ �#�����¢���¢�#�b��� � �#���¡�#� �ì���A��ª¢W�����W�

X
�W�¡���§¦/�$�¢���$�#���

Tx :=
lim Tnx ��� �©�����$� x ∈ X

�A�¡���W�b�$���
T
¤�����¿A��¤/� .

³µ´A¶ s¸·!v!¹

ö
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m ∈ c0
. �>���W�î�§¦/�$�¢���$�#���

mn ∈ c00
�����

‖mn − m‖∞ → 0 ��� � n → ∞
. ���§¼¡�W�$�#�¢�

Mn

���A���$��� Å � M
���W�¢ª¢ ýî�W������¿W����¤
�����$���Z�����

mn . �>���W�X�
�����
dim im(Mn) < ∞

����$�¢���$�¢�
Mn

¤�����¿A��¤/� . ���$�_ò±¿ �#�����¢���¢�#�
Mn

¤����¯���#���
�$�#�¢�#�¬���#���#�
M

� � Å � �
���$ª�¬�W�#�ò±¿«�#�����¢�����¡�����b� ���$���
M

�]�¡���±���¡ª¢î¤�����¿A��¤¥�©���#��� .È±�����#¤��#W�����A�¢�#�
M

¤�����¿A��¤¥� .®±�W� . É
m /∈ c0

�� .  .
∃ε > 0 : ∃(nk) ⊂ N : lim

k→∞
nk = ∞, mnk

> ε.

�>���W�b�
������É
|Mδnk

| > ε
�
k ∈ N

. ®©�$��� � �����
��É
‖Mδnk

− Mδnl
‖`p = 2

1

p ε,

ç ���©�#��� % �$�W�#�¢��¿W���¡ª¢ Å �W� À ����¿A��¤/��¡�#���±����� M
�$��� .���x� & �#� Å �W�þ���#�$��¿W�$�#�

X = `2
�W�¡�

Tnx := (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . . )
. �>���W�î¤����¥���#���
�$�#���

Tnx
���#���#�

x ��� �]°Ã���W� x ∈ X
����� �#���W�#��½ã�W�#�¥���������¢�¢��¿ �#�����¢���º�$�¢�l�W�$ª�¯��¤�����¿A��¤¥������ ç ��W�]���$�ÿ£¡�������

(Tn)
���¡��¤�����¿A��¤¥�¢�#�dò±¿«�#�����¢���¢�#�5�¨�W�#�W�'���$�FA��� �#�S�#�¡�����$ª�¡�#�

�����W�¥�ð� ���¢�¢�#¯� .
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