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vpwyx�z|{Y}�~i���

�|���#�^���������$�#���������#�^�����������Y�b�
(X, ‖·‖) �Y��� (Y, ‖|·‖|) � �#�1���#�n�$�����b�#�����$��� � �$�����b����� �f� X '

Y ���¡ £¢�¤1¤ ���#�1� ¤ �1��� ¢ ���#� �£¢�¤1¥ �#¦Y� ¢ �$��� � �#� ��§ �����b����� � �$���`��� J ¨ �©�$��� � �#� X
�Y���

Y
��ª/�$�����$�#��� ���� ¤ � � �#� ¢ ��� � �#�1��� § �����b�#�����$���$��� � �«. � . ‖|Jx‖| = ‖x‖ .¬� �#� ¥ �#�5&­�$�
®

X
�$����¯�� ¤1¤ ���������/� ¥��¥ �#� ¢ ��� ¢ �Y� � �°�#�Y� Y

¯�� ¤1¤ ���������/� ¥ �$����.±³²C´ w¡µ!z!¶i· �1�  £¢ � � �/�$�F¸���¹��Y�1���$���f¯����º��� ¤1¤ ���������/� ¥ ���#�1� � �1����� � ���#�1¦ �#��»vpwyx�z|{Y}�~i�f¼
� �#� ¥ �#�½&­�$�
®y¾¿�   �#�1���#�À�#��� ¤ �$� � �/�1�b�#�����$��� ¢�¤ �#�½Á ¢ �Y�À���1���ÃÂ�� ¨ ���#��ÄÅ�����b�#�E��Æ­�Y�1¯ ¢�¤ �#�Ç��.±³²C´ w¡µ!z!¶\È �#��� ¢ � � ���b�/�$���#�Y� ¤ �$�/�$��� � � ‖ · ‖2

�����©�$���#�1��� ¢ ���Y�#���W¦ � ¤ �$�#¦Y� ¥ ��ÄÅ����� ‖ · ‖ ¢ �  
R

d .|&^�#� ei � i = 1, . . . , d
�/�$��&­� ¢ ��� ¢ ���/¦ ¢ ���$�¿�1� R

d .|ÉyÊY� x = (α1, . . . , αd) ∈ R
d ¥ � ¤ �¿� ¢ �Y�

x =
∑d

i=1
αiei

.C&^�#� ¨ � K = max{‖ei‖ : 1 ≤ i ≤ d} .�¸ ¢ �Y�
‖x‖ ≤

d
∑

i=1

‖αiei‖ =
d

∑

i=1

|αi|‖ei‖ ≤ K
d

∑

i=1

|αi| ≤ K
√

d
(

d
∑

i=1

|αi|2
)1/2

= K
√

d‖x‖2.

¸Å�$�Ë� ¨ �#� ¥ � ‖x‖ ≤ K ′‖x‖2

.
¸ ¢ S2

������� ¢ �­�@�1� (Rd, ‖ · ‖2)
�$�����Y���

x 7→ ‖x‖ �#�1���������#��� ¥ ��ÉY�Y�Y�^���$���i�$��� � �C¢ �F���$���#�1�ÌH�1�Y�1�`�Y�
M 6= 0 ¢ �   S2

.Y¸ ¢ �Y� ¥ � ¤ �   ÊY� 0 6= x ∈ R
d �

M ≤
∥

∥

x
‖x‖2

∥

∥, ¢�¤ ��� ‖x‖2 ≤ ‖x‖
M

.

vpwyx�z|{Y}�~i�ÃÍ
É¡ÊY�

(an) ∈ K
N
���#� ¨ �

V ((an)) =

∞
∑

n=1

|an+1 − an|.
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&^�#�

bv := {(an) : V ((an)) < +∞} .�� �#� ¥ �#�5&­�$� � � ¢ ��� bv ⊆ c
�Y���

(bv, ‖ · ‖bv)
�#�1�È ¢ � ¢ � � � ¢ �Y�î�$��� � ����¦ �#� ‖(an)‖bv := limk→∞ |ak| + V ((an))

.
±³²C´ w¡µ!z!¶ &^�#�

n ≥ m
.�¸ ¢ �Y� an+1−am =

∑n
k=m(ak+1−ak)

.�¸ ¢ � ¢ ���   � ¤1¥ � |an+1−am| ≤
∑n

k=m |(ak+1 − ak)| ≤ ε �� £¢�¤1¤ � n,m ¥ ����� ¥ �#�Ç� ¥ ���1���ï�Y���
(an) ∈ bv

.�¸Å�$�Ë� ¨ �#� ¥ � � � ¢ ���
(an)

�#�1���nð ¢ ��� �Çñ­  � ¤1¥ �`�$��� �C¢�¤ ��� (an) ∈ c
.Y¸Å�$�Fò¿� ¥
¤ �#�$� � �Y� ¥ �#�

lim
n→∞

|an + bn| ≤ lim
n→∞

|an| + lim
n→∞

|bn|,
∞

∑

n=1

|an+1 + bn+1 − an − bn| ≤
∞
∑

n=1

|an+1 − an| +
∞

∑

n=1

|bn+1 − bn|

¨ �#� ¥ �#� � � ¢ ��� ‖ · ‖bv
�#�1���óÄÅ�����7�$��� � �Y�#�Y�p�/�$� ¢ ���Y�#��� · � ¥ �#����� �C¢�  ���#���#�1���#��Ä¿�����ô���1�������^� �¤ �#�$� � ���#� ¨ �ÃÊY¦ �#���Y��Ê   �#��.�|�Y�C��� � ���y¦ê�#��� ¢ � � ���#�n�©�1� bv0 = bv∩c0

�Y���`¦ �#���#�$���#�`� ¢ ��� bv0

¦ê� ¨ Ê ¥
¤ �$� � ‖·‖bv
¯�� ¤1¤ ���������/� ¥�$����.êÄÅ��� ¢ ���$��� a0 := 0

. È �#��� ¢ � � ��� J : bv0 → `1 � �Y��¹��Y�$�#���F�/�Y��� � (J(an))k = ak − ak−1 � õ¢�¤1¤ � k ∈ N
.�¸ ¢ �Y� ¥ � ¤ � ‖an‖bv = ‖J(an)‖`1

.
Ä ¢ ��ÊY� ¤ �$� � �$��� J ¤ �1��� ¢ ��.�É��#�����#�r�$���r�Ë�r�1��Â��#�^���1¯ ��Y�#�Y�½�Ë�W�$���W�������b�#� �C¢�¤ ���#���«.r%?�1� ¨ �#� ¥ �#�[���^� � �/�$�f&­�Y�ÞÂö�#�^���1¯^�1�����W¯����
J
.�&^�#�

(bk) ∈ `1 �� ¢ �Y�½��ª/�$�����$�#���b� ¢ �Y� s :=
∑∞

k=1
bk
.�&^�#� ¨ � an :=

∑n
k=1

bk − s � ��� ¥ � ¤ � J(an) = (bn)
.%?�1� �C¢ ¦ê�#� ¥ � ¨ �#� ¥ � � � ¢ ��� bv0

�Y���
`1

�$�����b�#�����$��� � �$�����b����� � ���1��� � �Y�Ë���°� ¥ �#� bv0

�$��� ¢ ��� ��#�1� È ¢ � ¢ � � � ¢ �Y�f.¡&^� �Y¤ �$�#� ¤ �$� � �$���
bv = bv0 ⊕1 span{1} �Y���i�/�$�W��� ¤1¤ ���������/� ¥ ���#�1�F¯���� bv  � ¤1¥ ��.
÷Rø lnù|s`t�lnqWu

vpwyx�z|{Y}�~Húi�
&^�#�$�#�

(X, ‖ · ‖) �Y��� (Y, ‖| · ‖|) ���������$�#�����`���#�­�����������Y�b�@�Y��� 1 ≤ p ≤ ∞ .
�£¢�� � �#� ¥ �#�i&­�$� � � ¢ ���

‖(x, y)‖p :=







(

‖x‖p + ‖|y‖|p
)1/p

1 ≤ p < ∞
max{‖x‖, ‖|y‖|} p = ∞.

�#�1����Ä¿����� ¢ �   X × Y
�Y��¹��Y�$�#����.�¸ ¢ ��û ¢
¢ � (X × Y, ‖(·, ·)‖p)

�©�1���½���1�
X ⊕

p
Y¦ê� ¨ �#�$� � ���#��.� ¦ � ¸Å�$�FÄÅ�����b�#� ‖(·, ·)‖p

���1���º��ÆÇ�Y�1¯ ¢�¤ �#�Ç� ¢ �   X × Y
.

� � � &­�1��� X
�Y���

Y
¯�� ¤1¤ ���������/� ¥�� �����$��� X ⊕p Y

¯�� ¤1¤ ���������/� ¥ .±³²C´ w¡µ!z!¶
�£¢�� ¸Å�$� · � ¥ �#����� �C¢�  ���#�H�#�1���#�óÄÅ�����ü���1���Ã�#�1�  õ¢ � �H¨ �ÃÊY¦ �#���Y��Ê   �#��.

(
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� ¦ � É�� ¤1¥ �¿�©�$���1�º¾¿�  ý¥Ç¢ ¦ê�`þ@(/.
� � � É ¢�¤1¤ � ((xn, yn)) ⊆ X ×Y

�#�1����ð ¢ ��� �Çñ­  � ¤1¥ �Å�$��� � ���1��� (xn) ⊆ X
�Y���

(yn) ⊆ Y ¢ ��� �ð ¢ ��� �Çñ­  � ¤1¥ �#��.«Ä ¢ � � ����� ¢ �������#� ¨ �Y� ¥ �����Ç¯��#� ¥ �$�#���#�ï���$� ¥ � ¥ �#� x
¦ ¨ �F. y .C¾¿¦ê�#�¿� ¢ �Y������­¯��#� ¥ �$�#��� (xn, yn) ¥ � ¥ �#� (x, y)

.
vpwyx�z|{Y}�~HúH¼

� �#� ¥ �#�ï&­�$�
®|�#�1���WÌ��#� ¥ � A ⊆ c0

�$��� ¥ �#� ¢ ��� ¢ �Y��������� ¢ �­� � �°�#�Y�ÿ���$� ¢ ¦ ¥ �Ë��� �Y¤ �
�����#�H�Y���¦ê�Ë��� � �����Y�^�!�$�����Y���F�/�$�   � ¤1¥ �#���Y� · � ¥ �#����� �C¢�  �y¦ê�Ë���1� ¨ ��®   ÊY�YÂ��Ë�Y�Ë� ε > 0
��ª/�$�����$�#���!�#�1�

n0 ∈ N ������ ¢ ���   ÊY� ¢�¤1¤ � n ≥ n0

�Y��� ¢�¤1¤ � (an) ∈ A |an| ≤ ε ¥ � ¤ ��.±³²C´ w¡µ!z!¶ &^�#� A ������� ¢ �­��.¡¸ ¢ �Y� �$���
A ¢ ¦ ¥ �Ë��� �Y¤ �
�����#� �Y��� ¦ê�Ë��� � �����Y�^�n� ¢ � � & ¢ � ¨ (/.2*�Y�#�¬����� ¤ �Ë���Y� ¥ .¾¿�Y� ¢�� �b� ®YÉ¡ÊY�¬�#�1� ε > 0

�Y��� ¢�¤1¤ � k ∈ N
��ª/�$�����$�#���

(ak
n) ⊂ A ® |ak

k| > ε
.&^�#� ¨ � (b1

n) = (a1
n)
.°¸ ¢ �Y� ��ª^�$�����$�#���

n0 ∈ N
���1� |b1

n| ≤ ε/2   ��� n ≥ n0

.©&^�#� ¨ �H�Ç�Y�
(b2

n) = (an0

n )
.^¸ ¢ �Y�Ã��ª/�$�����$�#�����#�1�

n1 ∈ N
���1�

max |b1
n|, |b2

n| ≤ ε/2   ÊY� n ≥ n1

.Y&^�#� ¨ �Å�Ç�Y�
(b3

n) = (bn1

n )
�Y���Ã�������#�1���#��. ��� �#�Ç¦ ¢ � ¥ � ¤ � |bi

n − bk
n| > ε/2   ÊY� i 6= k � �1����¦ �Ë�������Y�#���@� ¢ �Y��Ë�©���#�1���`�����Ç¯��#� ¥ �#�­�����y�#� ¤   � ¤1¥ � ¥ �#¦ê�#� � �#�1�f%?�$�Y�#�����Y����� �º¨ �Y���ó����� ¢ �^� � �#�1�Å¯���� A .

&^�#�©�­�Y� A ¢ ¦ ¥ �Ë��� �Y¤ �
�����#� � ¦ �Ë��� � �����Y�­���Y���   ÊY�¿Â��Ë�Y�Ë� ε > 0
��ª^�$�����$�#�����#�1�

n0 ∈ N
���1�

|an| ≤ ε   ÊY� (an) ∈ A �Y���
n ≥ n0

. È � ¢ � � ���
® · � ¥ �#�ÇÊ ¥ � ¨ � ¨ �#� ¥ �#� � � ¢ ��� A   � ¤1¥ �#�Y������� ¢ �^��$����.�&^�#�
(ak

n) ⊂ A .Ë¸ ¢ A ¦ê�Ë��� � �����Y�^���$��� � ��ª/�$�����$�#���!�#�1�����!�#� ¤   � ¤1¥ � (ak
n)
���1�

limi→∞ aki

n = an  ÊY� ¢�¤1¤ � n ∈ N � %?�$�Ë���
	 � .YÉ¡ÊY� ¢�¤1¤ � n0 ∈ N ¥ � ¤ �
‖(aki

n ) − (an)‖∞ ≤ max
1≤n≤n0

|aki

n − an| + max
n>n0

|aki

n − an|.

Ä ¢ � � ����� ¢ �������#� ¨ �Y� ¥ ��ª^�$�����$�#���   ÊY� ε > 0
�#�1�

n0 ∈ N
®
maxn>n0

|aki

n − an| < ε � i ∈ N
.%U� �Y¤ �W�Ç�Y� i0

��� ¥ ����� � � ¢ ��� max1≤n≤n0
|aki

n − an| ≤ ε   ÊY� i > i0
.ê¸ ¢ �Y� ¥ � ¤ ��® ‖(aki

n ) −
(an)‖∞ i→∞→ 0

.C¸ ¢ A ¢ ¦ ¥ �Ë��� �Y¤ �
�����#� �Y  � ¤1¥ � (an) ∈ A .

-


