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1. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung
Aufgabe G1
(a) Fiir x = (x1,...,74) € R? sei
d 4 e
el = Y lail.llalle = (X lail®) 7 llzllo = maxfoil
i=1 i=1
i. Zeigen Sie, dass (R%, | - ||,), p = 1,2, 00 Banachriume sind.

ii. Skizzieren Sie fiir d = 2 die “Einheitskugeln” B, := {z € R?: ||z, < 1}.

(b) Zeigen Sie, dass [*° ein Banachraum ist.

(c) Sei 1 < p < oco. Zeigen Sie, dass I, vollsténdig ist.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass [, C lo und || - [loo < || - [|p-

Loésung:

(a) i (N2) und (N3) sind klar. Sei x,y € R Dann gilt

d d d
lz+ylls = Y |z wl <Dl + > vl = Izl + Iyl
=1 =1 =1
p— . . < . . — .
2+ ylloo max, |z 4 yi| < max, |z:| + max, [yil = [|7]lco + Yoo

d d d
lz+ol3 = Y lzi+ul® < lw+uil -zl + >z + il - [uil
i—1 i=1 i—1

: 2 : 2\ /2 d 2 : 2\ /2
< (SlmulP Y lwl?) "+ (e wl Y lnil?)
=1 =1 =1 i=1

= [z +yllz-llzll + lz + yllz - [yl
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(b)

Also sind alle drei VR normierter Réume. Bemerkung: falls () € (R?, ||-||o0)
konvergente bzw. Cauchyfolge ist, sind die Koordinatenfolgen (z%) (i =

1,...,d) auch konvergent bzw. Cauchy. Die Umkehrung ist auch wahr: z.B. sei
(zg) € (R%] - |loo) eine Folge so, dass (zF) (i = 1,...,d) eine Cauchy
(bzw. konvergente) Folge ist. Dann ist (z¥) eine Cauchy bzw. konvergen-
te Folge in (R, || - |l») (die Falle p = 1,2 zeigt man analog). Dies zeigt die

Vollstdndigkeit der Rdume.

i. -

Es ist einfach zu zeigen, dass ||||o eine Norm ist (siche Teil (a)). Sei ((z,))" C 1°°
eine Cauchyfolge. Dann (wie im Teil a) konvergieren ¥ — y, fiir jedes n € N
fiir K — co. Auferdem gilt:

gl = Jim [25] < sup 2 < o0

(eine CF ist beschriankt). Daher ist (y,) € [*°.
Sei € > 0. Dann existiert ng € N:

|z™ — 2F| < ||z™ — 2F||o < e fiir alle n € N, m, k > ny.
Nun betrachten wir den Grenzwert m — oo. Dann erhalten wir
lyn — 2F| < e fiir alle n € N, falls k > ny.

Daher ist ||(yn) — (22)* 0o < € fiir alle k& > ny.
Es gilt

s 1
l@n)lie = Slelglanl < Q_lanl)r = ll(an)l,,  (an) € . (1)
n n=1
Insbesondere folgt damit [, C ln.
Sei (a}) eine CF in [,. Dann ist (a,) eine CF in I (vgl. (1)). Nach (b) existiert
(bp,) € loo mit
k—o0
1(@n)® = (bn)lloc "= 0. (2)

Beh.: (b,) €1,
Bew.: Sei m € N. Dann gilt: (Beachte, dass jede CF beschrinkt ist!)

1

P

1 1
m 7 m » m )
(zw) s(zrbn—amp) +<Zrafzrp> 9k
n=1 n=1 n=1
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dh. (by) € L.

k—o00
Beh.: [|(an)* — (b)]lp "= 0
Bew.: Ve > 03ng € N (wieso?):

oo [e'e) p e} P
SdaplP | < | Do lar—apel )] + [ D lapelr| <e k>no. (3)
n>no n>no n>ng

Dann existiert nach (2) und (3) zu € > 0 ein ny € N mit

1 1
e8] ) o] D
)= ol = (5 - \) () () <
n=l n=l
fiir alle k& > ny (Welche Eigenschaft von (b,,) wird hier noch benutzt?).

Aufgabe G2

Es sei X := C([a,b]) fiir @ < b und w : [a,b] — R eine beschrinkte, nichtnegative
Funktion. Wir setzen

Po(f) = sup{w(s)[f(s)] : s € [a,b]}.

(a) Welche Bedingungen muss man an w (genauer an w~!({0})) stellen, damit p,,
eine Norm ist?

(b) Es existiere e > 0 so, dass w(s) > ¢ fiir alle s € [a,b]. Zeigen Sie, dass (X, py)
ein Banachraum ist.

Loésung:

(a) Welche Eigenschaften einer Norm sind fiir jedes w erfiillt? Positivitdt, Homoge-
nitét und die Dreieckungleichung sind klar, d.h. p,, ist immer eine Halbnorm.
Zu Untersuchen ist, wann die Implikation “p,(f) = 0 = f = 0” gilt? Betrachte
w~({0}). Ist das Innere von w~!({0}) nicht leer, findet man eine positive, stetige
Funktion f # 0 so, dass f(s) = 0 fiir s € [a,b] \ w™1({0}). Daher |f(s)|w(s) =0
fiir alle s € [a, b] aber f # 0, also ist p,, keine Norm. Umgekehrt, nehmen wir an,
dass p,, keine Norm ist. Daraus folgt die Existenz einer stetigen Funktion f # 0
mit w(s)f(s) = 0. Deshalb gilt [a,b] \ f~1({0}) C w™1({0}). Dies zeigt dass, das
Inneres von w~!({0}) nicht leer ist. Zusammenfassend: p,, ist eine Norm genau
dann wenn w~!({0}) leeres Inneres hat.

(b) Nach Aufgabe (a) ist p,, eine Norm. Sei (f,,) € C([a, b]) eine Cauchyfolge beziig-
lich py,. Da [fn(s) = fn(s)] = [w(s)fu(s) —w(s) fm(s)]/w(s) < pu(fn—fm)/e erhal-
ten wir, dass (f,) eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm ist. Deswegen
konvergiert sie auch in (C([a,b]),| - ||co) gegen ein f. Aus der Beschrinktheit
von w folgt pu,(fn — f) < supw - || fn — fllco, und wir erhalten die Behauptung:
P (fn — f) — 0. Bemerkung: was wir eigentlich bewiesen haben, ist die Aquiva-
lenz der zwei Normen.
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Aufgabe G3
Sei Lip([0,1]) := {f : [0,1] — R : f Lipschitz-stetig}. Fiir f € Lip([0,1]) sei
) —
I1hip = 1)+ sup [ L =L
T#y r—=y
Zeigen Sie, dass (Lip([0,1]), || - |lLip) ein Banachraum ist.

Losung: Sei f,g € Lip([0, 1]).

1f + glluip = 11(0) + g(0)] + sl;p‘ fedbole)f)—olu)|
7Y

< [£(0)] +19(0)| +Sup‘%§(y)‘ + sup 9(”;7:3(”( _
z7Y Ty

= || fllLip + ll9llLip-

Die anderen Eigenschaften einer Norm sind noch leichter zu zeigen. Sei (f,,) C Lip([0, 1])
eine Cauchyfolge und z € [0, 1]. Insbesondere gilt || f,|lLip < K < co. Es gilt

(@) = frn (@) < |(fa(2) = fm(2)) = (fa(0) = fm(0)] + [fn(0) = fm(0)] <
< (Ifn = fullLip = [£2(0) = fm(0) )2 + [ £0(0) = fin(O)] < I frs = fimllLip < e,

falls n, m groR genug sind. Daher f,(z) — g(x), denn f,(x) ist eine Cauchyfolge, also
konvergent.

Sei € > 0. Es existiert ng € N so, dass || fn, — fm|lLip < €, also

|(fn(@) = fm(2)) = (fu(®) = fm@DI < (Il = finllLip = fn(0) = fm(O)Dlz — y] < (€ = [£n(0) — fin(0)]) ]2

fiir alle z,y € [0,1], n,m > ng. Sei z,y, € [0,1] und lasse n — co. Dann erhalten wir

|(9(x) — fin(2)) = (9(y) — fi())] < (€ = 19(0) = i (0)]) [ — y],
d. h.

[(g(z) = fin()) = (9(y) = fm(¥))]
lz —yl

+19(0) = fm(0)] <,

falls m > ng. Dies zeigt f,, Lip g. Lasse in der obigen Ungleichung m gegen oo gehen,
um g € Lip([0, 1]) zu erhalten.

Hausiibung

Aufgabe H1
Sei f € CY(R}) mit f >0, ||flloo =1 und f(z) =0 fiir z > 3. Zeigen Sie, dass
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(a) 3K > 0: maxo<z<i |un(z)] < K, n e N.
(b) maxo<a<t [up,(2)] "= oo,
wobel uy,(z) = ¢, f(nz)/n mit ¢, > 0 so, dass fol |u! (z)]? doe = 1.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass ¢, > 0 mit fol |ul, (z)]? dx = 1 existiert.
Losung: Beh.: ¢, "= 00
Bew.: Da f nicht konstant ist, existiert xg € (0,1) mit f/(z() # 0. Wegen der Stetigkeit

1
von f’ existert [i2 |f/(y)]? dy und ist ungleich 0 (Beachte: f'(z¢) # 0).

1
1 1 n 2

! =Nnx 2 / / 721 /
1L [@ do= [ @l a2 [ 2P ay= [ i) a.

0 0 0 0

1
Also, ¢, = (n/ [& |f'(y)? dy)2, insbesondere existiert ¢, > 0 mit fol lul, (z)|* dz = 1.
Beh.:3K > 0 : maxo<y<i |un(2)] < K
Bew.:

1
= < —.
qmax [un(2)| = max |enf(nz)/n| < —=

Beh.:maxo<,<; |}, (z)] "= o0
Bew.: Da f nicht konstant ist, existiert ein z¢ € (0,1) mit f’(zo) # 0. Es folgt nun:

a1 (0)] = s fen ()] 2 en (o) "5 o
Aufgabe H2
Fiir a < b sei X := C1([a,b]) := {f € C([a,b]) : f stetig differenzierbar in [a, b]}. Fiir
f € X sei
pi(f) = supf{[f(s)] : s € [a, b]},
p2(f) == sup{|f'(s)] : s € [a, D]},
p3(f) = |f(a)| + sup{|f'(s)] : s € [a, b]}.

Zeigen Sie

(a) p1 ist eine Norm auf X; po ist keine Norm auf X.
(b) (X,p1) ist kein Banachraum.
(c) (X,ps) ist ein Banachraum.

Losung:

(a) p1 ist eine Norm auf C([a,b]). X ist dessen Unterraum, also ist p; eine Norm
auch auf X. Betrachte eine konstante Funktion f # 0. Dann f' = 0, p2(f) =0,
also kann ps keine Norm sein.
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(b) X ist nicht abgeschlossen in C([a, b)), also auch kein Banachraum. Wihle hierzu
zB.a=0b=—1und f,(z) = /22 + L.

(c) Klar dass p3 eine Norm ist.
Sei (fn,) € (X,p3) eine Cauchyfolge. Da insbesondere (f),) C C([a,b]) eine
Cauchyfolge in C([a,b]) ist, existiert g € C([a,b]) mit f} — g fiir n — .
AuRerdem ist (f,(a)) eine CF in R. Daher existiert A € R mit f,(a) — A fiir
n — oo. Setze f(z) := [ ¢'(s) ds + A. Dann ist f stetig differenzierbar mit
f" = g (Analysis I). Nach Konstruktion gilt f,, 2%



