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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Diskussion, miindlich)

Verdeutlichen Sie sich die Beweisidee des Satzes 13.1. Wieso liefert der Beweis keine
Aussage in der Ndhe des Randes?

Aufgabe G2

Sei Wi C Qmit Wi C Q, u € HY(Q), £ € CX(W1) mit £ > 0, v = —D; "(€2D}w)
(vgl. Vorlesung) und

d
A= Z /aijaivaju.

ij=1¢,
Zeigen Sie, dass
!
A> EHﬁDZVUH%?(Q) = CIVullZ2w,)s

mit einer von v unabhingigen Konstante C' > 0 und der Elliptizitdtskonstante «.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst

(a) <U,Dk_hw>L2(Q) = _<DZU,U)>L2(Q), v,w € L%(Q), || < dist (supp v, 99).
(b) D vw) = vhDIw + wDv, v,w € L2(Q) mit v}(z) = v(z + hey).

Aufgabe G3 (Neumann-Randbedingung)

Sei () # Q C R¢ _offen, beschréinkt mit Cl—RaEd.
Seien a;; € C1(Q), 1 <i,j < dund ag € C(Q), ap(z) > 0 fiir jede z € Q. Wir setzen
die Elliptizitdtsbedingung voraus:

Z aij(m)ﬁifj > Oé|§|2, Vx €, Vf S Rd,

ij=1



fiir ein @ > 0. Das Ziel ist das das folgende Problem, das so genannte Neumann-
Problem, zu 16sen

d
_ Z 6]‘ (azjazu) + agu = f in
ij=1

d (NP)

o Zd: Vj (Z az‘jaiu) =g auf 0.
j=1

i=1

(a) Erfiillt die Funktion u € C%(Q) N CY(Q) (NP), so heift u klassische Lisung von
(NP). Eine Funktion u € H'(2) heift schwache Lésung von (NP), falls

a(go,u):/QZaijajapaiu—i—/antpu:—/mapgda—i-/ﬂtpf, ve HY(Q).
Y]

Zeigen Sie, dass jede klassische Losung auch eine schwache Losung ist, und um-
gekehrt ist eine schwache Losung v € C?(2) N C1(Q) immer auch eine klassische
Losung.

(b) Wir betrachten nun die homogene Randbedingung, d.h. g = 0. Beweisen Sie, dass
eine eindeutige, schwache Losung u € H'(Q) zu (NP) existiert, falls ag(z) > ag >
0. Ferner gibt es eine von f unabhingige Konstante C, so dass die Losung u die
Abschiitzung [Jullg1(q) < C||fllz2) erfiillt.

Hinweis Eine schwache Losung existiert auch, falls a;; € L () und ag € L*(Q).

(c) Sei jetzt ap = 0, g = 0 und [, f = 0 (und Q zusammenhéngend). Setze
M = {u c HY(Q) : fQu = 0}. Zeigen Sie, dass die Losungen des ellipti-
schen Minimumproblems auch Losungen von (NP) sind. Diese Losungen sind bis
auf Addition einer Konstante eindeutig bestimmt.

(d) Angenommen, dass es iiberhaupt ein ug € BC?(2)NCY(Q) gibt, die die Randbe-
dingung in (NP) erfiillt, zeigen Sie, dass (NP) eine eindeutige schwache Losung
besitzt, falls die in (b) an die Koeffizienten gestellte Bedingungen erfiillt sind.

Hinweis: Die folgende Aussagen sind bekannt und kénnen ohne Beweis verwendet
werden.

(a) (AuRere Normale) Es existiert eine stetige Funktion v : 9Q — R?, so dass fiir
jedes z € 0 der Vektor v(x) = (v1(z),...,vq(x)) der dukere Normalenvektor
von 0N in Punkt x ist. Ferner gilt |v(z)| = 1.

(b) (Randintegral) Fiir ein f : 00 — R ist das Randintegral von f definiert durch

o

wobel o das Oberfliche-Maf bezeichnet.



(c) (GauBR—Ostrogradsky-Theorem) Sei u € C''(Q). Dann gilt

ou
Q Ox;

dx:/ uy; do firi=1,...,d.
o0

(d) (Poincaré-Ungleichung) Es gilt:

[ullz2@) < CalVullL2@), ue M.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Neumann-Randbedingung)
Bearbeiten Sie Aufgabe G3.

Aufgabe H2 (Dirichletsches Prinzip)
Sei H ein Hilbertraum, a : H x H — R eine stetige, symmetrische, koerzive Sesquili-
nearform und ¢ € H'. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt genau ein u € H mit a(v,u) = ¢(v) fir alle v € H.
(b) Das Funktional

Fv):= %a(v,v) —Rp(v), veH,

besitzt genau ein absolutes Minimum, das in u (vgl. (a)) angenommen wird.

Hiweis: Zeigen Sie, dass es ein o > 0 gibt, so dass fiir alle v € H gilt:

1
F(v) = F(w) = 5a(v —w,v =) > S v —ul%.



