
���������
	���	�
 ������������	�������
����������� �!	�
�"#	��$�
%'&�(
)
)
*�+�)�,-�.0/ ) -
/ (
)
)�,

1212354 687:9<;>=?65@BADCEC FG7IH
JLK M NPO�Q 759IRSCUTWV>9:AX@BA29:AX@ZY'CUTB=\[^]<_ ` _aC�]<Vcbd_e9

fIg hjiUilknm�o\p�hUmjq
rlsut�vxwWy{ze|G}>~����$���Z�������$�����0�\�W���0���$���x�

�{�#� � � �W�����$��� � � & � � ���$�����0� �U���#��� �$���$� ��� � � � &0� ��� � � -� 0/�-
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rlsut�vxwWy{ze|a­

&Z� �
W1 ⊂ Ω

�®���
W1 ⊂ Ω

�
u ∈ H1(Ω)

�
ξ ∈ C∞

c (W1)
�®���

ξ ≥ 0
�
v = −D−h

k (ξ2Dh
ku)~°¯ ¦ � / � � � � � ���W� ¦ ���W���

A :=

d
∑

i,j=1

∫

Ω

aij∂iv∂ju.

± � � ¦�� � & � � ��� � ���
A ≥

α

2
‖ξDh

k∇u‖2
L2(Ω) − C‖∇u‖2

L2(W1),�®��� � ��� �#� ¯����
u
�W� ��² � © � ¦ � ¦�� ��³´������� � �µ� �

C > 0
�W���¶� �#�´· ������¸W��������� © ������������� � �µ� �

α
/

¹?º¼»�½¤¾#º�¿�Àx± � � ¦�� � & � � ���W� © �������
~ � �

〈v,D−h
k w〉L2(Ω) = −〈Dh

kv, w〉L2(Ω)

�
v, w ∈ L2(Ω)

�
|h| < dist (supp v, ∂Ω)

/
~ ² �

Dh
k (vw) = vh

kDh
kw + wDh

kv
�
v, w ∈ L2(Ω)

�®���
vh

k (x) = v(x + hek)
/

rlsut�vxwWy{ze|ÂÁ'~ §�� �W� � �W�ZÃµª � ��� ²Ä� �0��� ¦ �W� ¦ �
&Z� �

∅ 6= Ω ⊆ R
d ��Å � ��� ²Ä� ����� ��© �W�Z�«�®��� C1 Æ ª � ��� /&Z� � � �

aij ∈ C1(Ω)
�
1 ≤ i, j ≤ d

�W���
a0 ∈ C(Ω)

�
a0(x) ≥ 0

¡ � �nÇ�� � �
x ∈ Ω

/ % � � � � ��� � ��0� �E· ������¸W��������� © ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦ ¯�� ��� ��� À
n

∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > α|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ R
d,
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α > 0

/ � � � ± � � �«�$���®� � �^� � � ¡ ��� ¦�� ��� �aÈ{� � ² � � �a�É� � �^��� ¦�� � � �W�µ� �¶§�� �W� � �W�ZÃÈn� � ² � � �a�B���a�$Ê
� � �


























−
d

∑

i,j=1

∂j

(

aij∂iu
)

+ a0u = f
���

Ω

−
d

∑

j=1

νj

(

d
∑

i=1

aij∂iu
)

= g
� � ¡

∂Ω.

~ §�È �

~ � � ·n�Ë¡ �W�����¨�0� �\Ì �W�W�µ���$���
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)

~ §¨È ��������� � ��Í
�
u Î�Ï�Ð ¿�¿¢º�¿�Ñ¢Ò0¾?Ó�Ô�¿�ÕZ»µÖ ¯����~ §�È � / · ��� �\Ì �W�W�µ���$���

u ∈ H1(Ω)
� � ��Í
� ¿#Ñ#Ò×½ Ð Ñ¢Ò0¾?Ó!Ô�¿�ÕZ»µÖ ¯����Ø~ §�È �#� ¡Ù� ���$�

a(ϕ, u) =

∫

Ω

∑

i,j

aij∂jϕ∂iu +

∫

Ω
a0ϕu = −

∫

∂Ω
ϕg dσ +

∫

Ω
ϕf, v ∈ H1(Ω).

± � � ¦�� � & � � ��� � ��� Ç�� � � �Z� � �����$����� �EÚ Ê
���W� ¦l� ����� � ��� � ����� ��� ��� ��Ú Ê
���W� ¦ �$�����W�W���Â�W� Æ¦�� � � � � �Û�$��� � ��� � ����� ��� ��� �EÚ Ê
���W� ¦
u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)

���®� �#�«� ����� � ��� � �Z� � �����$����� �Ú Ê
���W� ¦ /~ ² � % � �u²Ä� � ��� ���µ� � �®�×�W�®�0� � �����^� ¦�� � � ª � ��� ² � �0��� ¦ �W� ¦ ��� / � /
g = 0

/ ���#�¤� �$� � � & � � ��� � ���� ��� ��� ����� � �W��� ¦�� ������� ��� ��� ��Ú Ê
���W� ¦
u ∈ H1(Ω)

����~ §¨È � �¢Ü �$����� �#� ��� ¡Ù� ���$�
a0(x) ≥ α0 >

0
/ Ì��#� � �#�«¦ � ² � � � � ��� � ¯����

f
�W� ��² � © � ¦ � ¦�� ³´������� � �µ� �

C
�0����� � ���Û�0� �?Ú Ê
���W� ¦

u
�0� �¥ ² ����� © �����W� ¦

‖u‖H1(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)
�#�Ë¡ �W����� /

¹?º¼»�½¤¾#º�¿¤· ��� � ����� ��� ��� �ÛÚ Ê
���W� ¦��¢Ü �$����� �#� � � ������� ¡£� ���$�
aij ∈ L∞(Ω)

�W���
a0 ∈ L∞(Ω)

/~���� &Z� � Ç�� �����
a0 = 0

�
g = 0

�W��� ∫

Ω f = 0
~°�W���

Ω
����� � �®� � �W� © � ¦�� ���B� / &Z� ��� �

M :=
{

u ∈ H1(Ω) :
∫

Ω u = 0
} / ± � � ¦�� � & � � ��� � ���Â�0� ��Ú Ê
���W� ¦�� �'� � � � ������¸W��� Æ����� � ��ÝÞ���W���\�W�®¸ � � ² � � �^� � ����� Ú Ê
���W� ¦�� �l¯�����~ §¨È �{������� / ��� � � �´Ú Ê
���W� ¦�� ��������� ² �$�� � ¡ ¥ �W�0�����$��� � ��� �#� ³¨������� � �×� �U� ����� � �W��� ¦^²Ä� �������®�\� /~��B� ¥ � ¦�� �����®� � ���×� � ��� � �n� ² �#� � � �W¸W� � ���

u0 ∈ BC2(Ω)∩C1(Ω)
¦ � ² ���
�0� � �0� � ª � ��� ²Ä� Æ�0��� ¦ �W� ¦ ���ß~ §¨È � �#�Ë¡ �W�������x� � � ¦�� � & � � �x� � ���U~ §�È � � ��� �U� ����� � �W��� ¦�� ����� ��� ��� �^Ú Ê
���W� ¦²Ä� ����������� ¡Ù� ���$�«�0� � ���D~ ² � � �a�0� � ³´� �¢à ��� � �×� � � ¦�� ��� � ����� �E��� �0��� ¦ �W� ¦�� � �#�Ë¡ �W�����´������� /
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~ � ��ä�å�s!æ z×ç�zÞèaéBç�êëw�ì°zWí · � �¢Ü �$����� �#� � � ��� � ��� � ��� ¦��?Ì �W�W�Z���$���

ν : ∂Ω → R
d �W����� � ��� ¡ � �Ç�� � � �

x ∈ ∂Ω
� �#�\�{� �Z��� �

ν(x) = (ν1(x), . . . , νd(x))
� �#�U© �WÍ �#���l§ � � � � � � �µ¯ � �µ��� �¯����

∂Ω
��� È �W�W�Z�

x
�$��� / Ì��#� � �#�´¦ �����

|ν(x)| = 1
/~ ² ��äËî�w�ï!ðòñ�ï ó�z×vxç�w�ì�í Ì � �Û� ���

f : ∂Ω → R
�$����� � �Ûª � ���0���×� �#¦
��� �!¯����

f
� �¢ô �W� �#� �«�0� � ���

∫

∂Ω
f dσ,

� � ² � �
σ
� � ��õ ² �#�Ëöx© ��� � Æ Ý � Í ² � � � �$���W� � � /



~�����ä�|�w�s!æ�÷uø®ù�ó�ç�éBvBç�wWðúù�ûÄüÄý�þ\ÿuz×éxç�zZêXí &Z� �
u ∈ C1(Ω)

/ � � �W� ¦ �����
∫

Ω

∂u

∂xi

dx =

∫

∂Ω
uνi dσ

¡ � �
i = 1, . . . , d.

~��B��ä���éxñ�ï���wWç���ý��aï!v ì°zµñ���ÿ súïuv í · � ¦ ����� À
‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇u‖L2(Ω), u ∈ M.
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rlsut�vxwWy{z��Þ­S~���� � �$���W� � ������� � � È{� ���W����¸x�

&Z� �
H

� �����¨��� ² �#� � ��� �W�a�
a : H × H → R

� ��� � ��� � ��� ¦�� �����Z�®� � � � �$����� � �B��� �#� ����¯ �U&Z� ���×�W����� Æ� �����Ë¡ � � � �W���
ϕ ∈ H ′

/ ���#�¤� �$� � � & � � �0� ��¡ ��� ¦�� ��� � � ¥ ����� ��¦�� � À
~ � � · � ¦ � ² � ¦�� � � � � ���

u ∈ H
�®���

a(v, u) = ϕ(v)
¡ � �´� ��� �

v ∈ H
/~ ² �j� � � Ì �W�W�µ���$��� � �

F (v) :=
1

2
a(v, v) −<ϕ(v), v ∈ H,²Ä� ��������� ¦�� � � � � ��� ��² �������W� � �«ÝÞ���W���\�W�a�B� � �«���

u
~°¯ ¦ � / ~ � ��� � � ¦�� �����®� � � � � � � /

¹?º¼½¤¾¢º¼¿�áú± � � ¦�� � & � � ��� � ��� � � � ���
α > 0

¦ � ² �������®� � ��� ¡ � �´� ��� �
v ∈ H

¦ ����� À
F (v) − F (u) =

1

2
a(v − u, v − u) ≥

α

2
‖v − u‖2.


