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Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Zeigen Sie, dass ein B € [’(L2(Q)7H(%(Q))a Bf =g mit <S0a f>L2(Q) = <Q0ag>Hé(Q)

existiert.
(b) Zeigen Sie, dass

a:H3(Q) x HY(Q) = C, alu,v) = /Vuﬁ

eine stetige, koerzive Sesquilinearform ist.
(c) Sei f € L?(2). Zeigen Sie, dass

—Au = f, inQ
v = 0, auf o (1)

eine schwache Losung u € H{ () besitzt, d.h.

<vg07 vu>L2(Q) = <S07 f>L2(Q)’ Y e H(} (Q)

Zeigen Sie auflerdem, dass die Losung der Abschitzung

lull g1y < Cllfllz2 (2)

mit einer von f unabhingigen Konstante C' > 0 geniigt. Wovon héngt diese
Konstante ab?

(d) Zeigen Sie, dass auf H}(Q) durch (f, g) 7z = [ VfVg ein dquivalentes Skalarpro-
Q
dukt definiert wird. Wie wirkt sich dies auf die Abschétzung (2) aus?



(e) Ist die schwache Losung von (1) eindeutig?

Aufgabe G2
Sei H ein Hilbertraum, N, M C H und U ein Unterraum von H.
(a) Sei z,y € H mit z Ly = ||z||*> + ||ly||* = ||= + y||* (Pythagoras).
(b) M+ ist ein abgeschlossener Unterraum von H.
(c) NCM = M+ CN+
(d) M € M++ =Tin(M)
)

(e) Geben Sie Beispiele von Rdumen H und U an, so dass U # U++.
Hausiibung
Aufgabe H1
(Hardyraum) Sei D := {z € C: |z| < 1}. Dann heift
1 2w )
H*(D) := {f : D — C holomorph mit sup — |f(re')? dt}

0<r<1 27 Jo
Hardyraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist f: D — C holomorph mit Potenzreihendarstellung f(z) = >"7° jan(f)z", so
gilt
feH D) <= (an(f))nen € £
(b) Fiir f,g € H%*(D) existiert
2m

— 1 1 it it
(f,9) = Tl_l)r{l_% ; f(re™)g(ret) dt,

und es gilt (f,9) = {(an(f)), (an(g))), wobei (-,-) das Skalarprodukt in ¢2 ist.

(c) Die Funktionen ey, definiert durch ej(z) := 2*, & = 0,1,2,..., formen eine
Orthonormalbasis von H2(D).

Aufgabe H2

In einem Hilbertraum gilt die Aquivalenz

z, 5 x (schwache Konvergenz)
Tp — T <
[zn ]l = [l|



