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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei I = (a,b) CR,a<bund p> 1.
(a) Zeigen Sie, dass die Einbettungen
W™P(I) — WP (I) — Wh(1) — c(T).
stetig sind.
(b) Zeigen Sie, dass die Einbettung
W™P(I) — CO(I)
kompakt ist.
Aufgabe G2

Es sei d > 2 und Q := B(0,1/e) := {x € R?: |z| < 1/e}. Zeigen Sie, dass es eine
Funktion aus W12(2) gibt, die auf 2 nicht-stetig ist. Betrachte dazu Funktionen der
Form

flx):= (log(l/]x]))s, s € (0, 00).
Was bedeutet das fiir Aussagen iiber W1 2-Funktionen am Rand ihres Definitionsbe-
reiches?

Aufgabe G3
Seid>2und fi,..., fs € LY R, Fiir x € R? und 1 < i < d setze fiir 2z € R?

Ti = (21,22, ., i1, Tig1, ... 7q) € R und f(2) = f1(71) f2(F2) - fulTa)-
Zeigen Sie, dass f € L'(R?) und

d
£l 21 (ray < H | fill La—1 (ma—1)
i—1

gilt.



Hausiibung

Aufgabe H1
Seien €, Q C R? offen, und ® : O — Q ein C'-Diffeomorphismus mit beschrinkten
Ableitungen D®, D®~!. Beweisen Sie die folgende Aussage. Falls f € W1P(Q), dann
liegt f o ® in WHP(Q)') und

Di(fo®) =Y D;fod-D;®,,
j=1

wobei ®(z) = (®1(x),...,P4(r)) mit Koordinatenfunktionen ®; : Q' — R.

Aufgabe H2
Seim €N (m > 1) und 1 < p < 0. Die folgende Aussagen sind zu beweisen:
(a)
(b)

jeweils mit stetiger Einbettung.

_ % =0 = Wmvp(Rd) s LT(Rd) fiir alle r € [d, 00)
— 2 < 0= WmP(RY) — L®(RY)

Dl Q=

(a) Sei%—%<0,m—d/P€N- Setze
k‘::[m—%] und 9:=m—%—k,0<9<1'

Dann existiert eine Konstante C, so dass fiir jede f € W™P(RY) gilt

| D% fllze < Cl fllwmw fiir alle || <k
|DYf(z) — D*f(y)| < C||fllwmwlz —y|° fiir fast alle x,y € R?, |a| = k.
Aufgabe H3
Es sei d > 2, sowie R := {z € R? : 24 > 0} der Halbraum und fiir jedes z € R?
schreiben wir z = (2/,24) mit 2/ = (21,...,24-1). Wir wollen W1?(R%) Funktionen

am Rand von Ri auswerten. Beweisen Sie dazu die folgende Aussagen:

a) Fur alle u € gilt
Fiir all C°(R1) gil

* Ju(a’, xq)
,0) =— / ———% day.
u(z’,0) o Ery Ld
(b) Fiir alle u € C2°(R4) gilt (-, 0)[| 2 (ra—1) < HuHWl,g(Ri).
(c) (Spursatz) Es gibt eine eindeutige stetige lineare Abbildung I' : Wh2(R1) —
L2(R41) mit Tu = ulga—1 fiir u € C(RY). (Verwende dazu ohne Beweis, dass
C2°(R4) dicht in W12(R%) ist.)



