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6. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei X ein normierter Vektorraum, L. C X abgeschlossen, K C X kompakt.
(a) Zeigen Sie, dass L+ K :={x+y: x € L, y € K} abgeschlossen ist.
(b) Zeigen Sie, dass L + k kompakt ist, falls zusétzlich L kompakt ist.

(c) Geben Sie zwei abgeschlossene Mengen an, deren Summe nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe G2

Zeigen Sie

(a) Der Raum L' N L®(M,p) := L'(M,u) N L®(M, ), versehen mit der Norm
I ltnoo :== |l fll1 + || f|lco, ist ein Banachraum.

(b) Definiere L' + L>(M,u) := {f : f: M — K messbar und 3g € L*(M, ), h €
L*°(M,p) mit f = g+ h}. Die Abbildung

1 £ll+o0 := mf{[lR]1 + llglloc = h € LY, f e LY.

ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
(c) Es gilt LP(M, 1) — L' + L>°(M, i), wobei die Einbettung stetig ist.
Aufgabe G3

Sei f € BUC(R?) und (p,,)nen ein Mollifier. Zeigen Sie, dass p, * f — f in BUC(RY)
(d.h. gleichméRig).



Hausiibung

Aufgabe H1
Fiir h € R betrachte man den Operator T},, definiert durch
(Thf)(z) = fx+h),  feLP(RY), zeR™

Beweisen Sie die Stetigkeit von T}, : LP(R?) — LP(RY) und der Funktion R% > h +— T}, f
fiir f € LP(RY).
Aufgabe H2

Seien f,g € L'(R?). Zeigen sie, dass L'(R?), versehen mit den Operationen f + g,
f * g, eine kommutative Banachalgebra ist, welche keine Einselement besitzt.



