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Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Seien X,Y normierte Vektorraume und Y vollstandig, D C X ein dichter Unter-
raum und 7" : D — Y ein beschrinkter linearer Operator. Zeigen Sie: T hat eine
eindeutige stetige Fortsetzung auf X.

(b) Sei cgp := {x € KN : z,, # 0 fiir hochstens endlich viele n}. Zeigen Sie: cqo ist
dicht in /P, 1 < p < 400, und in ¢p.

(c) Sei (my,) € KY und definiere den linearen Operator M : co9 — cgo durch
M(zy,) = (mpxy,). Zeigen Sie, dass so tatséchlich ein linearer Operator defi-
niert wird. Welche Bedingungen muss man an (m,,) stellen, damit M beziiglich

der /P-Norm (1 < p < o) beschrankt wird. Geben Sie die Fortsetzung von M
auf /P an.

Aufgabe G2

(a) Sei (a;;) € KN*N eine unendliche Matrix. Setze
o0
(T.’E)Z = Zaij:cj, 1 €N, x € cqp.
j=1

Zeigen Sie, dass T genau dann ein beschrinkter Operator beziiglich der /!-Norm
auf cyg ist, wenn

[e.o]

supz lagj| < +oo.
izl

(b) Geben Sie die Fortsetzung von T auf ¢! an.



Aufgabe G3

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f: K — R heifit unterhalbstetig, falls
fiir jede konvergente Folge (z,,) C X mit lim, o0 ,, = z, gilt

liminf f(z,) > f(z).

n—oo

(a) Zeigen Sie, dass eine unterhalbstetige Funktion auf jeder kompakten Menge eine
Minimalstelle hat.

(b) Sei F eine Menge von stetigen Funktionen auf X. Zeigen Sie, dass

g(z) == sup f(z)
feF

eine unterhalbstetige Funktion ist.

Hausiibung

Aufgabe H1
Es sei X := /P, 1 < p < co. Die Operatoren R, L seien definiert durch

R:(z1,22,...)
L:(x1,22,...)

= (071’1,%2,...)
— (x9,x3,...).
Betrachte auch den Operator M aus Aufgabe G1(c), und setze 7" := M L.
(a) Zeigen Sie, dass R, L, M,T beschrinkt sind und bestimmen Sie die jeweiligen
Operatornormen.
(b) Es gelte aukerdem |mj| > |mgy| > ---. Fiir n € N bestimme man die Operator-
normen von R"™, L™, M™, 6 T".
Aufgabe H2

Sei X ein normierter Raum und S,7 : X — X lineare Abbildungen mit der Eigen-
schaft ST — T'S = Id. Zeigen Sie, dass S oder T unstetig ist.



