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1. Ubungsblatt zur
PDG I:Funktionalanalytische Methoden

Gruppeniibung
Aufgabe G1
(a) Fiir x = (z1,...,74) € R? sei
d d Ny
el =Y bl el = (Do 1) s o o= ma o
i=1 1=1
i. Zeigen Sie, dass (R%,| - ||,), p = 1,2, 00 Banachriume sind.

ii. Skizzieren Sie fiir d = 2 die “Einheitskugeln” B, := {z € R?: ||z, < 1}.

(b) Zeigen Sie, dass [*° ein Banachraum ist.
(c) Sei 1 < p < oco. Zeigen Sie, dass I, vollsténdig ist.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass [, C loc und || - |loo < || - |lp-
Aufgabe G2

Es sei X := C([a,b]) fiir a < b und w : [a,b] — R eine beschrinkte, nichtnegative
Funktion. Wir setzen

Po(f) = sup{w(s)[f(s)] : s € [a,b]}.
(a) Welche Bedingungen muss man an w (genauer an w~'({0})) stellen, damit p,,

eine Norm ist?

(b) Es existiere € > 0 so, dass w(s) > ¢ fiir alle s € [a,b]. Zeigen Sie, dass (X, py)
ein Banachraum ist.



Aufgabe G3
Sei Lip([0,1]) := {f : [0,1] — R : f Lipschitz-stetig}. Fiir f € Lip([0,1]) sei

fl@) = fly
£l = 1£(O)] +sup| L =T,
THyY r—y
Zeigen Sie, dass (Lip([0,1]), || - |lLip) ein Banachraum ist.
Hausiibung

Aufgabe H1
Sei f € CHR;) mit f >0, ||fllo =1 und f(z) =0 fiir > . Zeigen Sie, dass

(a) 1K > 0: maxo<z<1 |un(x)| < K,neN.
(b) maxo<a<i [up,(2)] "= oo,
wobel uy,(z) = ¢, f(nz)/n mit ¢, > 0 so, dass fol |ul (z)]? doe = 1.
k

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass ¢, > 0 mit fol |ul, (z)]* de = 1 existiert.

Aufgabe H2
Fiir a < b sei X := C1([a,b]) := {f € C([a,b]) : f stetig differenzierbar in [a, b]}. Fiir
f € X sei
pi(f) = sup{|f(s)| : s € [a, 0]},
p2(f) = sup{|f'(s)| : s € [a, b]},
p3(f) = If(a)| + sup{[f'(s)| : s € [a,}]}.

Zeigen Sie

(a) p1 ist eine Norm auf X; po ist keine Norm auf X.
(b) (X,p1) ist kein Banachraum.

(c) (X,ps) ist ein Banachraum.



