3 Optional Sampling

Gegeben: Filtration 2 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P).
Definition 1. 7 : Q — Ny U {oo} heiit Stoppzeit (bzgl. 2), falls
VneNy: {r <n}ed,.

Lemma 1.
T Stoppzeit & VneNy: {T=n}e,.

Proof. Verwende

{Tgn}:U{T:z'}, {r=n}={r<n}\{r<n-1}
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Example 1. Verkaufsstrategien fiir eine Aktie mit Preis X,, zur Zeit n € Ny:

(i) Verkaufe, sobald der Preis a erreicht oder iiberschritten ist, spatestens jedoch
zur Zeit N.

(ii) Verkaufe beim ersten Eintreten des Maximum von Xy, ..., Xy.

Formal heifit (i)
r=inf({i €{0,....,N}: X; > a} U{N}).

Dann: 7 ist Stoppzeit bzgl. der kanonischen Filtration A zu X , d.h. ‘realisierbare
Strategie’. Es gilt namlich fir k =0,...,N —1

k—1
{r=k}=[{Xi<a}n{Xy>a} €
i:OE’_/ N—
eA; CRAR 1 €Ay,
sowie
N-—1
{T:N} = ﬂ{Xz <a} GQ[N_l.
i=0

Formal heifit (ii)

T=inf{i € {0,...,N}: X; = M} mit M:‘_maXNXi.

1=0,...,

Dies ist i.a. keine Stoppzeit, d.h. eine ‘nicht realisierbare Strategie’. Betrachte etwa
das Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit d < 1 < u. Fir N =1 gilt

{r=0={i=d} ¢{0,Q} =2
Lemma 2.

o, T Stoppzeiten bzgl. A = o+, min{o, 7}, max{o, 7} Stoppzeiten bzgl. 2A.

Proof. |Ubung|. O

Gegeben: Folge X = (X, )nen, von Zufallsvariablen auf (€,2, P), so daB fiir alle
n € Ny gilt:

(i) X, 2A,-meBbar,
(i) X, € ..
Fiir eine Abbildung 7 : Q@ — Ny U {oo} definieren wir
X;:Q—-R

durch

X (w) Xrw)(w) falls 7(w) < o0
W)=
0 sonst.

Die folgenden beiden Satze sind Varianten des optional sampling theorem.
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Theorem 1.
X Martingal bzgl. 24 <V 7 beschriinkte Stoppzeit bzgl. 2 : E(X,) = E(X,).

Proof. ‘=" Sei 7 eine Stoppzeit mit 7(w) < N fiir alle w € Q. Also

N
Xe=> limmy - X

n=0

Also ist X, -meBbar und E(|X,|) < 3N E(|X,|) < co. Weiter

M= A

E(X;) = E(lfran - Xn) = Y E(Lfrmny - E(Xy |24,))
= E(E(Lgrmny - Xn [20)) = D E(lfrny - Xn) = E(Xw) = E(Xo).

‘<" Fiirn <mund A € A, ist zu zeigen

/deP:/XndP.
A A

T:n-1A+m-1Q\A.

Definiere

Klar: 7 ist beschrankte Stoppzeit. Also
E(Xo) =E(X;) =E(14- X, +1oa - Xn) = E(X,,) —E(14 - X5n) + E(14 - X5).
Beachte schlieBlich, dal n.V. insbesondere E(X,) = E(X,,) gilt. O

Theorem 2.1 und Theorem 1 beantworten die in Example 2.2 gestellten Fragen negativ,
solange man eine obere Schranke fiir die Spieldauer akzeptiert.

Theorem 2. Sei X Martingal und 7 Stoppzeit mit

Plr<ool)=1 A E(X,))<oco A lim IX,|dP=0. (1)

n—=0 Jir>n}

Dann

Proof. Fur 7y = min{r, N} gilt

[E(X,) — E(X,)| < / X,|dP + / Xy dP
{r>N}

{r>N}
und somit
Jim B(X,) = E(X,).
Theorem 1 und Lemma 2 liefern E(X,) = E(X,, ). O
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Example 2. In Example 2.2 gelte: (Y;);en 1.i.d. mit Py, = 1/2- (g7 + €_1). Einsatz
H, = 2" in (n + 1)-ten Spiel (Verdopplungsstrategie). Nach Theorem 1 (einfacher:
Example 2.2) definiert Zy = 0 und

ein Martingal. Fiir die Stoppzeit
r=inf{i e N:Y, =1}
ergibt sich
(i) 7 =1inf{n € Ny : Z,, > 0},
(i) Z, =1,
(iii) P({r =n})=2"", also 7 f.s. endlich und E(7) = 2.
Jedoch ist 7 > n aquivalent zu Z,, = —1 —--- — 21 = —(2" — 1), so daB

/ |Z,|dP = (2" —1)- ) 2m=1-2"
{r>n}

m=n-+1

Example 3 (Das Ruin-Problem). Betrachte das Gliicksspiel aus Example 2.2 mit
Py=p-ait+(l-p)ea

fir festes p € |0, 1[. Startkapital C. Ziel: Gewinn G, wobei 0 < C' < G. Spiele bis G
erreicht oder C' verspielt. Also

r=inf{neNy: X, =GV X, =-C}.

Bestimme die Ruin-Wahrscheinlichkeit P({X, = —C'}) sowie den Erwartungswert der
Spieldauer 7.

Dazu zeigt man vorab
Ja>03~7€]0,1[VjeNy: PH{r>j})<a-+, (2)

siehe Irle (1998, p. 48).
Mit (2) folgt
P({1 =00}) <liminf P{7 > j}) =0
j—o0

und weiter

E(r) = ZP({T > j}) < 0.

Also
1= P({r < 0}) = P({X, = G}) + P({X, = —C}).

‘Gewinn’ ‘Ruin’
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Nun Anwendung des optional sampling theorem. Klar: 7 ist unbeschrankt, deshalb
verwenden wir Theorem 2.

Definiere My = 0 und

wobei a = 2p — 1. Dann ist M ein Martingal, sieche Example 2.2. Wir verifizieren die
weiteren Voraussetzungen von Theorem 2.

Es gilt
M| <X, + 7 |a] < max{G,C}+a| -
und somit
E(|M;|) < max{G,C} + |a| - E(7) < o0.
Ferner

/ |Mn|dP§/ (X, + a] - ) dP
{r>n}

{T>n}

<max{G,C} - P({r >n})+|a| -n- P({T > n}),

und somit sichert (2)

lim |M,| dP = 0.

{r>n}

Theorem 2 liefert

0= E(MO) = E(M’T) = E(XT) - E(T) a

— G- P({X, = G}) ~ C P({X, = —C}) ~ E(r) -a. 3)
1. Fall: Faires Spiel, d.h.
p=1
Dann a = 0 und
PUX, =GN = 5os PN =-C)=oc

O+ G

Weiterhin ist (X2 — n),ey, ein Martingal, und die Voraussetzungen von Theorem 2
sind erfiillt. Also

0=E(X§ —0) = E(X? —7) = E(X?) — E(7),

T

so daf3 o o
2 2 2 _ .
E(r)=E(X) =G C+G+C SEE C-G
2. Fall Unfaires Spiel, d.h.
1
p 9

110



Setze

Man erhalt

1—q° (1/9)% -1

PAX =G =qpe—g P =-Ch=qe— @

und mit (3) folgt

G'P({XT:G})_C'P({XT:_C>}

E(r) = 1

Siehe Irle (1998, p. 50).

Numerische Berechnungen zeigen: kleine Abweichungen von p = 1/2 fiihren zu dra-
stischen Anderungen der Ruin-Wahrscheinlichkeit.
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