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Allgemeines zu Projektionsmethoden

Die hier beschriebenen Solver sind allesamt
Projektionsmethoden zur Losung von Ax = b

Definition Projektionsmethode

Eine Projektionsmethode ist ein Verfahren zur Berechnung
von Naherungslosungen X, € X, + K, mitr, = (Ax,-b) L
Lm

Gilt K, = L, liegt eine orthogonale Projektionsmethode vor.

Ansonsten handelt es sich um eine schiefe
Projektionsmethode.

Definition Krylov-Unterraum-Methode
Projektionsmethode mit K = span {r,,Arg,...,A™1r}
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Allgemeines zu Projektionsmethoden

Beispiel
Wahle K =L =span{r,_;}. Man erhalt das
Gradientenverfahren.

Nachteil: Der m-te Residuumsvektor ist nicht orthogonal zum
gesamten Unterraum U=span{r,,...,r,.;}. Somit kann man
die Losung nicht als Linearkombination aus n
Basisvektoren dargestellt werden. Es werden also mehr
als n Iterationen bendatigt.
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Grundalgorithmus fur Solver
Sei A € R™" eine SPD Matrix und x,b € R"

Betrachte F'(z) = 3 (Ax,%)2 — (b, X)2

Dann gilt: X = arg minF'(x) <= AX=Db

Hier einfacher Grundalgorithmus:

Xp € R" X.: Naherungslosung
for m=0,1,... r: Residuenvektor
I'm = b — Axpy s,.: Suchrichtung
Am = (S‘;nrj;nrj)zz A.: Schrittweite
Xm+1 = Xm + )\msm
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Definition A-orthogonal

Sei A € R™", dann heil3en die Vektoren s,..,s, € R"
paarweise konjugiert oder A-orthogonal wenn

(si, Sj)A = (ASi,Sj)z =0 gilt.
|dee:
Wahle die Suchrichtungen wie folgt:
So — I'o

—rm‘|‘2 —0 aJSJ

Dabel sollen die Suchrlchtungen konjugiert sein. Somit ergibt
sich far i=0,1,...,m-1:

(Sm,Si)A = (r'm,Si)a + ZJ 0 04.1(33, si)a =0
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(rm7si)A
(Si7Si)A

o, —

CG Verfahren

Aus (s;,8), =0V 1j€{0,1,....,m-1}, i #] ergibt sich:

Somit konnte man folgenden einfachen, aber leider
iIneffizienten Algorithmus verwenden:

Wahle xg € R"
So := I'g :b—AXO

for m
(I‘m,Sm)2
(Sm7sm)A
= Xm + AmS

I'm—l—l — Z

0,1,...n—-1

m

'm — )\msm

m
j=0

(rm+1,85)A o
(sj»sj)a I

Problem:

Um eine neue
Suchrichtung s,,,; zU
berechnen werden alle s,
mit j=0,1,...,m bendtigt.
-> Unpraktikabel ftr
grofie SPARSE-
Matrizen, wie aus FE-
Diskretisierung.
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CG Verfahren

Bemerkungen:

« Esqilt K,, = span{sg, ...,Sm—_1} = spanirg, ..., A™ 1ry}
Xm € X0 + K

« Bei exakter Berechnung erhalt man nach n-Iterationen die
exakte Losung.

* In der Realitat treten jedoch Rundungsfehler auf, so dass
eine nach n Schritten berechnete L6sung von der exakten

abweicht.

* In der Praxis wird das Verfahren abgebrochen, wenn das
Residuum klein genug ist.
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Vorkonditioniertes CG Verfahren

Mit einigen Modifikationen und unter Verwendung eines
Vorkonditionierers erhalt man folgenden Algorithmus:

Choose «" . K: Systemsteifigkeitsmatrix
L= i__l Koz u: Naherungslésung
il - C: SPD Vorkonditionierer
s o= . S
o == 1= oy = {w,T) o SChrIttwelte
repeat s: Suchrrichtung

v = K-s

a = o/(s,0)

i = {+o-5

r o =r—oa-v

w =C'-r

o = (wrnr)

p = 0/

Tal = o

s =wtp-s
until /o /0y < tolerance
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Paralleler Algorithmus:

Choose u" Strategie zur Parallelisierung

ro= E;K K: distributed-Matrix (Typ 1)

W = > Al u,s: accumulated-Vektoren (Typ I)
j=I

5§ = 10

" = Also ergibt sich fir die weiteren Vektoren:

o = Oy ‘= 0y = (v, r) _
repeat 1o accumulated-Vektor (Typ I)
v =K-s v, r, f.  distributed-Vektoren (Typ II)
o = 0/ls V)
u = uto-s
r == el
F
moi= ¥ AT
j=l1
o = (,r)
B = o/oua
TOupld = O
§ =m+f:s

until  o/ay < tolerance
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CG Verfahren

Bemerkungen zur Parallelisierung:

 Die Wahl von C=I im parallelen Algorithmus fuhrt zu einer
Typumwandlung o :=r, die eine Akkumulierung
notwendig macht.

 Die so genannten DAXPY Operationen bendétigen
keinerlei Kommunikation.

» Die Skalarprodukte bendtigen nur bei der Akkumulation
der Teilskalarprodukte Kommunikation.
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GMRES Allgemeines

» GMRES steht flr Generalized Minimal Residual
e 1986 von Saad und Schulz vorgestellt.
A muss regular sein, sonst keine Anforderungen!

« Herleitung Uber Betrachtung als Krylov-Unterraum-
Methode mit Petrov-Galerkin-Bedingung L, = A K,
moglich

e Oder durch Umformen des LGS in Minimierungsaufgabe
mit: X = argmin|/b — Ax||3

« GMRES basiert auf Orthonormalbasis {v,,...,v,,} des
Krylov-Raums K, .. Diese wird mit dem Arnoldi-Algorithmus
berechnet.
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Arnoldi-Algorithmus

Zur Herleitung wird von vorliegender Orthonormalbasis
{Vy,...,vj} des K; = span{r,,...,A™1r} ausgegangen.

Wegen AK,, = spanf{Arg,...,A"r,} C K., kann man v, wie
folgt definieren:

Vil = Avpn + & mit £ = — Zjil a;vi € Km

Damit gilt: (Vi+1, Vj)2 = (Avm, Vj)2 — aj(Vj, Vj)2
Somit kann unter Anwendung d. Orthogonalitatsbed.

;= AVmVj)a berechnet werden.
'] . .
(vivj)
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Arnoldi-Algorithmus

Arnoldi-Algorithmus:

v _— _I'{L
1 roll2 ) _ _
forj=1,...,m Man erhalt durch den Algorithmus eine
fori=1 ; obere Hessenbergmatrix H =V TAV
S ' = nxm
hij - (Vij Avj)2 mitV,=(g....v,) €R
— J Weiterhin gilt:
wi = Av; — ) s . hjvi Yl __
J . J i=1 Vi AV, =Vni1H,
hji1j:=[lwjll2
if hjyq57# 0 i ], = Hu, € Rm+1xm
Wj []...{]hm+1,m
Vit = Ry
else
Vi+1 =0
STOP
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GMRES

ldee von GMRES: minimiere im m-ten Schritt die 2-Norm
des Residuums tUber dem Raum x, + K

Mit V= (Vy,...,V) Kann X, € X, + K als X=X, + V.Z,,

dargestellt werden.

Minimierungsproblem:
Zm = arg min

b—AXmH2

= arg min
= arg min
= arg min

= arg min

b —A(xo + VmZ)||2
Iroll2vi — Vint1Hmz||2
Vmi1 (Hronel — HmZ) Hz

Iroll2e1 — Hmzl|2
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GMRES

Transformiere nun die Matrix H,, mit einer Orthogonalen
Matrix Q,, € R (Mx(M*1) auf eine gbere_Dreiecksmatrix mit
angehangter ,Null-Zeile*: QmHm = Rm

Die obere Dreiecksmatrix wird in der Regel mittels Givens-
Rotationen berechnet. Es kdnnen jedoch auch andere

Methoden zur QR-Zerlegung wie z.B. die Hausholder
Transformation verwendet werden.

Dann kann das Residuum wie folgt umgeformt werden:

minl|[[rol2e1 — Hmzl2 = min||Qm ([rollzer — Hmz) ||2
= min||Qmllrollze1 — Rmz| 2
Durch die Gestalt von R,, lassen sich der Vektor z_, einfach

berechnen und damit schliesslich auch die
(Naherungs)losung X,
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Choose 1"

r o= f=K-w
w! = @y
zi = @', )
k =0
repeat k = k+1
r = K- w
fori:=1tokdo
h;’.k =
F =

end
L!:,_A.rl = C—l_r.

Bl = %D
w by g

fori:=1tok—1do ( his ) s (t‘i-i-J

wht! =

' r)

F—hig-w

hitik St

o = ‘!"lhf.k‘i'h%+i.k

Sha = II;;-_I_]_kaI’ 3

k41 = SE1Zk S
until  |z4=1/z1] < tolerance

Zke = e/ hug

fori ==k —1downto1do

k

; .

ut = Yz
i=l|

I = Gada

Jj=i+l1

K: Systemsteifigkeitsmatrix
u: Naherungsldésung
C. SPD Vorkonditionierer

Crp1 = B/ 3 Py

k
Z; = (Z;'_ Z hj,j:__i
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GMRES Parallelisiert

Choose u” . .
o= K Speicherstrategie zur
I . S 4T - -
= AL Parallelisierung
s = (!, .
i Matrizen u. Vektoren:
repeat k := k+ lK . K: distributed-Matrix (Typ II)
I = Sy
fori :=1tok do u, o : accumulated-Vektor (Typ
hig = (w',1) 1)
P = g-—h;.;\.-R'l-t__Uf . .
end r, f.  distributed-Vektoren (Typ
Wl o= Y AT 1)
y=1
B = (00
L Skalare:
fori:=1tok—1do ( i ) = (Cf"'l S ) : ( hi ) . .
hicya s —an/) \hin/ | Z;,8;, €, byl redundant auf jedem
@ = Prozessor
Skpr = /o s G = e s ey = oa
k) = Spp1Zp 2 k& Craa Ly

until  |zp41/2)| < tolerance
= o/ i

&
fori:=k—1ldowntoldo gz = (zf - sz.,;zj-) Jhiy

J=i+1
k .
wo= ' Y owd
F—1
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Bemerkungen

 Rechenaufwand zu Berechnung der Orthonormalbasis des
Krylov-Raums steigt mit dessen Dimension

« Da die Basisvektoren bendétigen viel Speicherplatz. Bei einer
SPARSE-Matrix A € R™" muss schlimmstenfalls eine
vollbesetzte Matrix V., € R™" gespeichert werden.

 Deshalb in der Praxis meist Abbruch des Verfahrens nach m
Schritten. Wird bei Abbruch nicht die gewiinschte Genauigkeit
erreicht, so wird das Verfahren mit der vorher berechneten
Naherungslosung als Startwert neugestartet.

« Das Konvergenzverhalten ist stark vom Vorkonditionierer
abhangig. Bewahrt hat sich z.B. die unvollstandige LU
Zerlegung.
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Bemerkungen zur Parallelisierunq

Skalarprodukte bendtigen nur geringen
Kommunikationsaufwand

Alle DAXPY-Operationen bendtigen keinen
Kommunikationsaufwand

Schritt k benétigt k+1 ALL_ REDUCE-Operationen

Wegen der Typumwandlung von to' werden in jedem Schritt
zusatzliche k - n Multiplikationen bendtigt

Die einmalige Typ&nderung von wo ! :=r fihrt zu Kommunikation
zwischen allen Prozessen
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BICGSTAB

 Wurde 1992 von van der Vorst vorgestellt.

 Das BICGSTAB-Verfahren kann zum L6sen von
Gleichungssystemen mit beliebiger regularer

Koeffizientenmatrix verwendet werden. Es basiert auf
CGS-Verfahren.

« Ein Vortell gegentiber GMRES liegt im wesentlich
geringeren Speicherbedarf.
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BICGSTAB

Sequentieller Algorithmus
Choose initial guess 1
r=f—K-u
Choose . g suchthat (g.r) # 0
Set o =1, a:=1, w:=1, vi=0. p:i=0
while (.r) <¢’ do

Culd = @

o = (q.1)

B = ¢lon-w/w

p =r+p-(p—w-v
v, h==K-p

« = Qf{i,i]

5 =r—a-y

t = K:s

o = (t,5)/1)

u =u-ta-pto-s
roo=s—w-o
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Paralleler Algorithmus Speicherstrategie zur
Choose initial guess u Paral I el IS I erun g
B
= Y AN -Ki-u) Matrizen u. Vektoren:
5=1 . . .
Choose ¢ such that (¢, v) # 0 K: distributed-Matrix (Typ II)
Setog:=1,@i=1, w:=1,0:=0p:=0 T,u,v,p,s,t: accumulated-Vektor
while (¢, R 't) <¢* do en(Typ I)
Qutd = 0 g.t, f: distributed-Vektoren (Typ II)
e = (41
B S Q!’Qidd cofw
P o=r+p-(p-w-p)
5
b= Y AIK p
s=1
a = 0/(q)
5 =r—o-n
t =K-s
- P
to= YAl
s=I —
w = Lo/ (LY
u = uta-ptw-s
v =s-o-t
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Bemerkungen zur Parallelisierunq

« Skalarprodukte bendtigen nur geringen
Kommunikationsaufwand

« Fast alle DAXPY-Operationen mit bendtigen keine
Kommunikation.

« Typkonvertierungen erfordern Kommunikation
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Vorkonditionierung

Zur Vorkonditionierung konnen die parallelen Version der
,klassischen* iterativen Methoden, der ILU aber auch die
symmetrische Mehrgittermethode verwendet werden.
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