ADI-Verfahren

Sebastian Plitzko

Seminar Numerik und wissenschaftliches Rechnen
Technische Universitdt Darmstadt

14. Juni 2007




Inhaltsverzeichnis

© Einfiihrung

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007 2/25



Inhaltsverzeichnis

© Einfiihrung

© ADI-Verfahren

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007



Inhaltsverzeichnis

© Einfiihrung
© ADI-Verfahren

© Sequentieller ADI-Algorithmus

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007



Inhaltsverzeichnis

© Einfiihrung
© ADI-Verfahren
© Sequentieller ADI-Algorithmus

@ Paralleler ADI-Algorithmus

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007 2/25



Inhaltsverzeichnis

© Einfiihrung

© ADI-Verfahren

© Sequentieller ADI-Algorithmus
@ Paralleler ADI-Algorithmus

© Zusammenfassung

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007



Ubersicht

© Einfiihrung

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007



Grundlegendes

(4

implizite Behandlung mehrdimensionaler Probleme nicht einfach
@ ADI = alternate direction implicit

speziell fiir das Losen parabolische DGL entwickelt

(]

(4

Algorithmus ist dimensionsabhangig

Matrix K wird in eine Summe von Matrizen zerlegt, die in
tridiagonalform gebracht werden kdnnen
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ADI-Verfahren

ADI-Verfahren in 2D (u; = uy + uyy)

1. Halbschritt
LD (n+z> (n+3)  (n)

(n)_, ,(n)
u(”+ ) _ e )_|_ﬁ Uppry F2U ) “ U o 4 Y1, 1200+
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> tuy, 121 + k:—11+2 knl +u

2

o zwei Teilschritte &
@ zunachst wird nur x-Richtung implizit integriert
@ danach wird die y-Richtung weiter integriert

@ ein voller Schritt ist vollzogen
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Verfahren

Verfahrensvorschrift

(n+3) 5 (n+3)  (nt3)
D) () s kel 200 T )
ki = Uk h2
(n+1) 5, (n+1) | (n+1) (n) (m) ()
ot | rnit2uyy T HuT w2l
+32 h2 + h2

@ Integrationen:
@ x-Richtung Tangententrapezregel: Fehlerordnung §t2
@ y-Richtung Sehnentrapezregel: Fehlerordnungdt?
— Gesamtfehlerordnung §t3
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Stabilitatsanalyse fiir Warmeleitungsproblem

@ Courant-Friedrichs-Levy Stabilitdtsanalyse mit dem Ansatz
U;(:/) _ )\nei(quthrqylhy)
@ Ansatz folgt aus Eigensystem des Laplaceoperators

o fiir den ersten Halbschritt

P
=1+

ot 1 gitxhx | @=iaxh< _ 9 elvhy 1 e=iayhy _ 9
> A7 12 + 12
x y
: 1sin” B sin® 2
= A = 1420t | A7 1 + =
x y
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Stabilitatsanalyse fiir Warmeleitungsproblem

i 2 i in xhx
. 1—25ts”h;2y L1268
2 __ A
)\1 - sinz axhx A2 - Sln
1+ 20¢% 2 1+ 20t

y

@ numerische Diffusionsprobleme dt > 0
o fiir g£0 — |A|2| ]z < 1
o fiir positive Schritte unbedingt stabil

@ unbedingte Stabilitat ist spezielle Eigenschaft des 2D
ADI-Verfahrens

@ 3D ADI-Verfahren nur bedingt stabil
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Sequentieller Algorithmus

Algorithmus

Choose u°
r=f—-K-u°
o =09 :=(r,r)
k:=0

while & > tol? - oo do
(H+ praal) - 0 = (pryal = V) - ok + f
(V+pk+1/) o Uk—’—1 = (pk+1/ — H) 0 Uk* +f
ro=f—K.ukt!
o=(rr)
k=k+1

end

@ K = H + V wobei sich H auf die Diskretisierung in x-Richtung
und V in y-Richtung bezieht
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Konvergenzbeschleunigung

®

bekannt sind die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren der Matrizen

Ktjm = Ajm#tjm

jm = sin(jwy)sin(%)

(4

H/,ij = )\mﬂjm

(4

Vitjm = Ajftjm
Aim = Aj + Am

(]
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Konvergenzbeschleunigung

@ Zur Beschleunigung der Konvergenz wird eine
Zeitentwicklungsmatrix betrachtet

@ Aus dem Algerithmus:
T, = (V+pl) 7 (H—=pl)(H+pl)7}(V = pl)

. _ A=p)Om—p)
o somit T,fjm = (,\j.JrZ)TJFZ)MJm

@ wir erhalten ein Minimierungsproblem mit Variable p

Sebastian Plitzko (TU Darmstadt) Seminar-Vortrag 14. Juni 2007 13 /25



Konvergenzbeschleunigung

e0<a<), An<p

cc:%,dz(\/i—l)z, n = [logsc] +1
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Paralleler Algorithmus

o Aufteilung der Knoten zu den 4 Prozessoren in Streifen

P1

P2

P3

P4

KE KEI
K:
° (K,E K, >

@ E fiir Randknoten und / fiir innere Knoten
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K-Matrix fiir unseren Fall von 4 Prozessoren

Ke, O 0 0 0 Kgy O 0 0
0 Kg, O 0 0 K,y Kenn O 0
0 0 Kg, O 0 0 Keyp Koy O
0 0 0 Kg O 0 0 Keun Kewn
0 0 0 0 Kg O 0 0 Key,
Kie, Kne, O 0 0 K, 0 0 0
0 Kpe, Kney O 0 0 K, 0 0
0 0 Kue, Kug, O 0 0 K, 0
0 0 0 Kie, Kieg, O 0 0 K, |
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Parallleler Algorithmus

mit Richtungsunterscheidung

@ neue Aufteilung in R=0+ 9
_( Re, R _( Rex O
U= ( Re R, ) “”dﬁ_( 0 ﬁ,,x)
e 8¢, Diagonalmatrix
@ R, REx, R x parallel invertierbar

@ erstes Ansatz fiir den Algorithmus
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Erster Algorithmus(einfache Ubersetzung)

Deklarationsteil

Choose u°

o= ( fe — Re-ug — ZII'D:IA:'T'QE/J : “2/ )
' f/ - ﬁ/E'UE - ﬁ/E'UOE

o :=0¢:= (v, R71r)

k:=0
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Erster Algorithmus(einfache Ubersetzung)

Hauptteil

while ¢ > tol? - o do

T =9+ pry1d
uk* L

( Ex[fE + penuf = Reyouf — YL A Re U/k,,-)
i+ el — Rieeuf - Ry - uf
T =0 + P17
._ fe — Pk+1ué* - *QE,X'UII:S*)
8= i — prrru™ — Rix-uf
Solve T, ukt1 =g
r._(fE — Reougt — ML A Re U/k,+1>
S\ i — RE-uft - Rig - ugtt
o:=0:=(t,R71t)
k —k—i—l

end
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Verbesserter Algorithmus

Deklarationsteil

@ Versuch eines verbesserten Algorithmus

@ Reduzierung der Kommunikationsschritte

Choose u°
0= fe — Z,-P;l A/'TﬁEl,i : U?,- )
S\ - R - ul
_ Re O 0
ti=0— K< 0 £ ) u
o =0 := (¢, R71r)
k=0
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Verbesserter Algorithmus

while o > tol? - oy do
{IX =9+ ,OkJrlj

R 0
k* . -1, k Eyy .
u = (S'X |:U + Pk+1U ( 0 ﬁhy )
‘Iy =7 + pk+1j

<

:|
g = pk+1U — ( 0’ ﬁhx ) - u

Solve T, ukt1 =g

P k1
b ( fe — i Al Rei-uff )

k+1
fi — Rie - Ug

— Re 0 .kl
ti=0 K(O ﬁ/>u

o:=o00:=(r,R7't)

end :
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Paralleler Algorithmus

@ Einfiihrung eines Hilfsvektors v
@ Somit nur ein Kommunikationsschritt pro Iteration
@ Inversion T ! mit einem sequentiellen Invertierer

o Einsetzen eines parallelen Algorithmus fiir das zu l6sende GLS

(parallel GauB-Seidel)
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Zusammenfassung

@ sehr gutes Verfahren fiir parabolische Probleme
@ in zwei Dimensionen unbedingt stabil
@ nur ein Kommunikationsschritt pro lteration

@ anwendbar auf Schrodinger-Probleme aus der QM
(imaginarzeitliche Diffusionsprobleme)
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