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Iterative Glättungs-Verfahren zur
Lösung linearer Gleichungssysteme
und deren Parallelisierung

Michael Krätschmer
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Glätter
Fehlerentwicklung während der Iteration:

Hochfrequente Fehleranteile werden schnell gedämpft; niederfrequente
klingen nur langsam ab.
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Einführung

Allgemeine Form

uk+1 = (I −B−1K)︸ ︷︷ ︸
=:C

uk + B−1f

bzw.
B∆uk = f −Kuk︸ ︷︷ ︸

=:rk

und uk+1 = uk + ∆uk
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Einführung

Allgemeine Form

uk+1 = (I −B−1K)︸ ︷︷ ︸
=:C

uk + B−1f

bzw.
B∆uk = f −Kuk︸ ︷︷ ︸

=:rk

und uk+1 = uk + ∆uk

Zentraler Konvergenzsatz

ρ(C) < 1 ⇔ uk k→∞−→ u
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Jacobi Verfahren

Approximation der Systemmatrix: B := D

D =


K11

K22
. . .

Knn


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Sequentieller Algorithmus

Wähle u0

r := f −Ku0

∆u := D−1r
σ := σ0 :=< ∆u, r >
k := 0
while σ > TOL · σ0

k := k + 1
uk := uk−1 + ∆u
r := f −Kuk

∆u := D−1r
σ :=< ∆u, r >

end

uk
i = uk−1

i +
1

aii

(fi −
n∑

j=1

aiju
k−1
j )
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Speicherung der Systemmatrix
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Speicherung der Systemmatrix

K =

p∑
i=1

AT
i KiAi

Im 1D Beispiel:

A1 =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
A2 =

(
0 1 0 0
0 0 1 0

)
A3 =

(
0 0 1 0
0 0 0 1

)
Führt auf

K =

 K11
1 K12

1 0 0
K21

1 K22
1 + K11

2 K12
2 0

0 K21
2 K22

2 + K11
3 K12

3
0 0 K21

3 K22
3


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Residuum
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Residuum

rk = f − (

p∑
i=1

AT
i KiAi)u

k

=

p∑
i=1

AT
i fi −

p∑
i=1

ATKi (Aiu
k)︸ ︷︷ ︸

:=uk
i

=

p∑
i=1

(AT
i [fi −Kiu

k
i ]︸ ︷︷ ︸

:=rk
i

)

Im 1D Beispiel:

rk = AT
1

[
f1 −K1

(
uk

1
uk

2

)]
+ AT

2

[
f2 −K2

(
uk

2
uk

3

)]
+ AT

3

[
f3 −K3

(
uk

3
uk

4

)]
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Matrix zur Lösung der Korrektur-Gleichungssysteme
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Matrix zur Lösung der Korrektur-Gleichungssysteme

D−1 = diag−1

( p∑
i=1

AT
i KiAi

)
=

( p∑
i=1

AT
i diag(Ki)Ai

)−1

Im 1D Beispiel:

D−1 =

 K11
1 0 0 0
0 K22

1 + K11
2 0 0

0 0 K22
2 + K11

3 0
0 0 0 K22

3


−1
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Korrektur

∆uk
i = D−1

i rk
i mit Di = AiDAT

i
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Korrektur

∆uk
i = D−1

i rk
i mit Di = AiDAT

i

Fehlerabschätzung

σ = 〈∆uk, r〉 =

p∑
i=1

〈∆uk
i , r

k
i 〉
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Korrektur

∆uk
i = D−1

i rk
i mit Di = AiDAT

i

Fehlerabschätzung

σ = 〈∆uk, r〉 =

p∑
i=1

〈∆uk
i , r

k
i 〉

Update

uk+1
i = uk

i + ∆uk
i
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Korrektur

∆uk
i = D−1

i rk
i mit Di = AiDAT

i

Fehlerabschätzung

σ = 〈∆uk, r〉 =

p∑
i=1

〈∆uk
i , r

k
i 〉

Update

uk+1
i = uk

i + ∆uk
i

Zusammensetzen der neuen Iterierten

uk+1 =

p∑
i=1

AT
i uk+1

i
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Gauß-Seidel Verfahren

Approximation der Systemmatrix: B := D + L

D + L =


K11
K21 K22

... . . .
Kn1 Kn2 · · · Knn


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Sequentieller Algorithmus

Wähle u0

r := f −Ku0

σ := σ0 :=< r, r >
k := 0
while σ > TOL · σ0

k := k + 1
uk := uk−1 + D−1 ·

(
f − Luk − (D + U) · uk−1

)
r := f −Kuk

σ :=< r, r >
end

uk
i = uk−1

i +
1

aii

(fi −
i−1∑
j=1

aiju
k
j −

n∑
j=i

aiju
k−1
j ) .
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Parallelisierung über Blockstruktur
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Parallelisierung über Blockstruktur

 KV KV E KV I

KEV KE KEI

KIV KIE KI

  uV

uE

uI

 =

 fV

fE

fI


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Beispielgitter - blockstrukturiert
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Zusammenfassung
Die klassischen iterativen Methoden lassen zur Geschwindigkeitsstei-
gerung parallelisieren. Während das Jacobi Verfahren universell leicht
parallelisierbar ist, hängt beim Gauß-Seidel Verfahren die Realisierung
einer effektiven Parallelisierung an der Struktur des numerischen Git-
ters.
An sogenannten “Interfaceknoten“ kann es sinnvoll sein trotz schlech-
terer Konvergenzeigenschaften das Jacobi-Verfahren anzuwenden.
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