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LU Zerlegung ohne Pivotsuche

L ist eine untere Dreiecksmatrix mit /;; = / spaltenweise gespeichert
U ist eine obere Dreiecksmatrix zeilenweise gespeichert

DOi=1n

DOk=1in i. Zeile von U
Uik = K

END DO

L,;:=1

DOk=i+1n i. Spalte von L
Ly :=K; /U,

END DO

DOk=i+1n Transformation der Restmatrix
DOj=i+1n

Kk,j C Kk,j — Ly, (]Z]

END DO

END DO

END DO A. Hoffmann



Blockweise LU Zerlegung

K, ; bezeichnet nun eine Blockmatrix

DOi=1n
a) Zerlege K, ; so, dass K, ; = L ;" U, (k=i..n)
= U Ly Lo oo Ly
b) Bestimme U, so, dass K;,; = L, U;, (l=i+1..n)
S Ul
c) Transformiere die Restmatrix
K., :=K.,—L; U, (b, [=i+1..n)
END DO
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Blockweise LU Zerlegung

Beispiel: Kip | Kig | Kis | Kig | Kys
— Blockmatrix mit 25 Blocken P Py P, Py Py
— 3x3 Prozessoren Kot | Koo | Kos | Kog | Kos
o Ki,j - P (i-1) mod Py, (j—1) mod Py, P3 P4 P5 P3 P4

Ks1 K3,2 Kss K3,4 K3,5
P, e P P,
Ks K4,2 Kas K4,4 K4,5
Py Py P, Py Py
Ks 1 K5,2 Ks 3 K5,4 K5,5
Py P, 12 P, P,
A. Hoffmann 4




Blockweise LU Zerlegung

U,
Erste Iterationi = 1: L, Kii | Kz | Kig | Kia | Kis
Zerlege K, ; so, dass K, , =L, ;" U, ’ Po | Py | B | B | By
(k=12 3,4,5) I Ko | Koo | Kos | Koy | Kos
2,1
— U, Ly Ly, Ly, Ly Ly s s Ps Ps P
I Koi | Ko | Kag | Kga | Ky
sl p | P, | Py | P, | P,
I Kot | Kao | Kag | Kaa | Kys
«# 1 p, | P, | P, | Py | P
I Kei | Keo | Keg | Kss | Ko
> Py P, Pg Py P,
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Blockweise LU Zerlegung

Erste Iteration i = 1: L,
Bestimme U, so, dass K, ;= L, ;- Uy,
(1=23415)

= U5, U5, U Ups

A. Hoffmann

UI,] U],Z U1,3 U1,4 U1,5
Kl,l K1,2 K1,3 K1,4 K1,5
p, | P, | P, | P | P
K2,1 K2,2 K2,3 K2,4 K2,5
P, | P, | P. | P, | P,
K3,l K3,2 K3,3 K3,4 K3,5
P, | P, | P, | P, | P,
Kop | Koo | Kas | Kas | Ky
PO P1 PZ P0 P1
K5,1 K5,2 K5,3 K5,4 K5,5
P, | P, | P. | P, | P




Blockweise LU Zerlegung

Erste Iteration | = 1.
Transformiere die Restmatrix
Ky =Ky =Ly Uy
(k,1=2 3,4,5)
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=
N

S

)
K1,1 K1,2 K1,3 K1,4 K1,5
PO P1 PZ P0 P1
K2,1 K2,2 K2,3 K2,4 K2,5
P, | P, | P. | P, | P,
K3,1 K3,2 K3,3 K3,4 K3,5
PG P? PS PG P?
Kax | Kap | Kas | Kys | Ky
PO P1 PZ P0 P1
K5,1 K5,2 K5,3 K5,4 K5,5
P, | P, | P. | P, | P,




Blockweise LU Zerlegung

Zweite Iteration | = 2:
Zerlege K, , so, dass K, , = L, ,» U,
(k=2 3,4,35)

Lz,z
- Uz,z’ Lz,z’ L3,2 , L4,2 ) L5,2
USW.
L3,2
L4,2
L5,2
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U2,2
K1,1 K1,2 K1,3 K1,4 K1,5
p, | P, | B, | B | P,
K2,1 K2,2 K2,3 K2,4 K2,5
P, | p, | P. | P, | B,
K3,1 K3,2 K3,3 K3,4 K3,5
PG P? PS PG P?
Koa | Kap | Kas | Kaa | Ky
PO P1 PZ P0 P1
K5,1 K5,2 K5,3 K5,4 K5,5
P, |, | .| P, | P




Blockweise parallele LU Zerlegung

Prozess I’ (K, ;) speichert Block K ;

DOi=1n

a) P (K;,): Bestimme U, und L; ;aus K,; = L, U,

Sende L;; an alle P(K;) (I=i+1..n)
Sende U;an alle P (K, ;) (k=i+1..n)

b) P(K,,;) [k =i+ 1 n]: Bestimme L, aus K;; =L, ;" U,
Sende L, ;an alle P (K, ) (I=i+1..n)
P(;)[l=i+ 1 n]: Bestimme U,;aus K,; = L,;- U,,
Sende U, an alle P (K, ) (k=i+1..n)

c) P(Ky) [k l=i+1 n]:

K= Ky =Ly Uy
END DO
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Blockwelse parallele LU Zerlegung

Erste Iterationi = 1:

P(K,):

Bestimme U, ;und L, ; aus K ,
L, Uy,

Sende L, , an alle P (K, )
(l=2 34,5)

Sende U, ; an alle P (K, )
(k=2 34,5)

A. Hoffmann
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Blockwelse parallele LU Zerlegung

Erste Iteration i = 1; I Kii | Ko | Kis| Kig
11 : :
P(K,,)[k=2 34 5] Po | Py | Py | Py

/ = : K
Bestimme L, ; aus K; ;, = L; ;- U, 2,1

—~ A
A
H

-

2,1 L4,]

A. Hoffmann

11



Blockwel
kweise LU Zerlegung

U],]

Lo
11 o~
el S %
e >
& K4, %
o oW o :
e | & % ‘
e S >
S S b
? o | o ;
e | % ‘
e >
S S o
o | o< o ;
| % ‘
Sl & >
S > =
J.ol S :
Sl | Y %
Sl & >
N 3 %
K Lo
= ~ -
o 3 %
& T S
& Y ;
L 7o)
~
=
=S
4 ¥
T
-
nl
S >a
mm5,
ez4
t.k;)
=2 9,
g g
o = |
W 0t

12

A. Hoffmann



Blockwelse parallele LU Zerlegung

U],]
Erste Iterationi = 1: I Kip | Koo [ Kis| Kig | Kis
1,1 [ [
P(K,)[1=2 34 5] Po | Pa [ B Bo | P4
’ ’ ’ ’ 2,1 P3
L K3,1 U1,2
3,1 PG U]’_;
L K4,l U],4
4,] PO U1’5
K
Ls, 15:’31
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Blockweise LU Zerlegung

U],Z U],3 U1,4 U1,5

U],]
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Blockweise LU Zerlegung

U],Z U],3 U],4 U],5

U],]

=1

Erste Iteration |

P(K,)[k1=23 4, 5]

Kk,l

Kk,l 'Lk,l' Uz,z
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Blockweise LU Zerlegung

U,
Erste Iteration i = 2:

P(K,,):
Bestimme U, ,und L, , aus K, , = L,, Koz | Koz | Kaa
L,, U, ’ Py | Ps | Ps
Sende L, , an alle I’ (K, ) K.
(1=3,4135) I,
Sende U, , an alle P (K, ,) Ky L,,
(k=34 5) P, Uss
usw. Ke ,

P4
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Blockweise parallele LU Zerlegung

Die Matrizen L und U nach der Zerlegung sind voll besetzt, was im
Falle einer sparse Matrix K dazu fuhrt, dass es im fir K
vorgesehenen Array nicht gentigend Speicherplatz zur Verfligung
steht (wenn bei Speicherung von K nur von O verschiedene
Elemente gespeichert wurden).

Das Problem wird mithilfe einer Matrix P und Beibehaltung K's
Muster gel6st.

K=LU-P
Es gibt spezielle Verfahren (ILU(m)) fir SPD Matrizen, die
Beibehaltung K's Muster ermoglichen.

Weiter wird ein Verfahren (ILU(0)) far nichtsymmetrische Matrizen
ohne Beibehaltung von Muster vorgestellt.

A. Hoffmann
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Blockweise sequenzielle ILU Zerlegung

Weiter benutzen wir Vektoren und Matrizen mit folgender Struktur

VI = (Vy, VE 15 -oe VEng VLD -+ Vip)'.
K, Ky Ky LY Iy
Ky Ky Ky L — I

A. Hoffmann
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Blockweise sequenzielle ILU Zerlegung

Bestimme Bestimme
L, U,—-K,=L, U,-P, Ly, U > Ky =L, Ug-Pg
Lgy — Kgy = Ly Uy —Ppy Liyg— Ky = Ly Up = Ppg
Ly =Ky =Ly Uy=Pp Upr— Kgp = L U — Py
Uppg—=Kyp =Ly Upp=Pyp o T

Uy = Ky = Ly Uy = Py,

K, =K, -Lyy Uy, Bestimme

K= Kgr - Ly Uy, Lo U= &=L U B
K - = Kip - Ly Upg

K=K - Ly Uy
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Blockweise sequenzielle ILU Zerlegung

Ky | Kyg | Ky, Ky | Kye | Ky Ky | Kyg | Ky
Key | Ke | Ker | —— | Kep | K | Kir | —— | Ker | Kg | Ky
Ky | Kig | K Ky | Kig | K Ky | Kig | K
Kg | Kt | — Kg | Kt | — K | Kgr
K | K K | K K | K

A. Hoffmann
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Blockweise sequenzielle ILU Zerlegung

Die Lésung w von L - U w = r wird anhand Vorwarts- und
Ruckwartssubstitution ermittelt.

I) Lose Lu =r

Il) Lose Uw = u
W = UI-] U
Wg - = UE_] (up — Ugwy)

e
wy = Uy (uy— Lypwg— Ly wy)

A. Hoffmann
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Blockwelise parallele ILU Zerlegung

Lokale FEM gibt uns eine Matrix K vom Typ |l (destributed), d. h. die
tatsachliche Matrix K wird folgendermal3en zusammengesetzt
(akkumuliert)

Zp: AiT°Ki'Ai
i=1

Die erste Idee, wie man blockweise ILU parallelisiert, ware einfache
Umschreibung vom sequentiellen Algorithmus mit der akkumulierten
Matrix & (£ und U sind auch akkumuliert).

A. Hoffmann 22



Blockwelise parallele ILU Zerlegung

p
Start & = Z AZ-T'K,-’A,-
i=1

Bestimme
Z, IIV

Kp = Kgp - Ly Uy,
Ky =Ky - Ly Wy
K;:=K; -Ly Uy

Bestimme
Ly, Uy — by =2 M- Py
Lyp—Kijp=Ly MW;— Py
Ugi— Ky = £ U — Ppy

Bestimme
Z, ”1_’5}:4' III_PI

. Hoffmann
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Blockwelise parallele ILU Zerlegung

Es werden Matrizen ausschlie3lich vom Typ | ausmultipliziert, dabei
L eine untere Dreiecksmatrix ist. Das macht Multiplikation zwischen
Matrizen vom Typ | ohne Kommunikation (Typumwandiung)
maoglich.

A. Hoffmann 24



Blockwelise parallele ILU Zerlegung

Die Vorwarts- und Ruckwartssubstitution = #-1- £-1- r brauchen
drei Typumwandlungen.

)4
)  Akkumuliere r: r =Z AiT. v
i=1
1, 1
./g" und LI'Tohne Typumwandlung (Kommunikation) mdglich.

m #=4"r

Uy = "JE;] (L — Lpy Hy )

u =Ly (t;— Lip My — Ly #y)
) wu:u=R' &

Typumwandlung (Typ | — Typ II), um Multiplikation mit U~ zu
ermadglichen.

A. Hoffmann

7, und 7, sind vom Typ |, deswegen ist die Multiplikation mit £,
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Blockwelise parallele ILU Zerlegung

) wp:=U'u
W, o= My (Hy— Uy, )
Wy, o= Mty — Wy 0~ Uy ;)

wist jetzt vom Typ Il
P

V) Akkumuliere & : &= Z AiT°Wi
i=1

Wie schon erwahnt wurde, braucht man wahrend der L6sung von

w=H?' L1 r drei Typumwandlungen. Im nédchsten Schritt
versuchen wir die Anzahl von Typumwandlungen bis auf eine zu
verringern.

A. Hoffmann 26



Blockwelise parallele IUL Zerlegung

Start K

Bestimme
U, Li—=K=U;L-P
Lyp—>Kpp=U; Lp—Pp
Ly —=Ky=U, Ly—-Py
Upg— Kgy = Upp L — Py
Uy =Ky =Uy L= Py

Kp:=Kg -Ug Ly
Ky :=Kgy - U Ly
Ky = Ky - Uy Lig
Ky:=Ky - Uy Ly

Akkumuliere k., k), , k)

p
— Z T
by - AE,iKEV,iAV,i
i=1

Bestimme
Uy, Ly — Kp =Ml L;- Py
Uy — Kyp =Wy Ly — Py
Loy — Ky =My Ly — Py

Bestimme

A. Hoffmann 27



Blockwelise parallele IUL Zerlegung

Die Vorwarts- und Ruckwartssubstitution = #-1- £-1- r braucht nur
eine Typumwandlung.

I, 1, und r, sind vom Typ II, deswegen ist die Multiplikation mit #,”,
/' und U;’ ohne Typumwandlung (Kommunikation) mdglich.

1) Uy = UI_] ry
Up = IIE-] (1; — Uguy)
u, =" (r,— Mypu,— Uyu,)

p
1)  Akkumuliere u : u = z A?ui
i=1

Jetzt sind Vektoren #,, #., und # vom Typ |. Sie kdnnen ohne
Typumwandlung mit Matrizen £/, £,/ und L, multipliziert werden.

A. Hoffmann 28



Blockwelise parallele IUL Zerlegung

) wy =24,
. ') _] ')
W =L (U — Loy W0y )
-l
w; =L (u— Ly — Ly #y)

wist jetzt vom Typ I.

A. Hoffmann
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ILU und IUL im Vergleich

Die zwei Algorithmen haben gleichen Aufwand und unterscheiden
sich lediglich im Sinne von Anzahl der Kommunikationen bei

Typumwandlungen.

Algorithmus
Phase

ILU

UL

Start

Matrixakkumulation

Zerlegung

Matrixakkumulation

Substitution

2 x Vektorakkumulation

1 x Vektorakkumulation

A. Hoffmann
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