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Elliptisches RWP 2. Ordnung
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e u(r)=gi(x) vr € I'y (Dirichlet RB, 1.Art)

o Ju =N ayi(0)2n(x) = golw) Yo € Ty (Neumann RB, 2.Art)
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o S+ a(x)u(x) = gs(x) Yo €T3 (Robin RB. 3.Art)

erfiillt sind.



Anmerkungen (klassische LsQ)

u € X heildt klassische Losures RWPs
Rand von Gebief) sel hinreichend glatt

Angaben des RWPs mussen klassische
Glattheitsvoraussetzungen erfullen

(z.B: g(x) € CHQ2) N C(2 + Rand) )
einheitliche Elliptizitat auf)

an Grenzflachen innerhaib
(z.B. unterschiedliche Materialien)
zusatzliche "Ubergangsbedingungen” festlegen




Galerkin-Verfahren

« allg. Variationsformulierung

CGresucht 1st

weVy, : alu,v)={F, v) Te e Vg

mit gegebener stetiger Bilinearform af-,-) : V x V — R,
Hilbertraum V mit Skalarprodukt (.-} und zugehoriger Norm || - ||
und gegebenem stetigen inearen Funktional (F. -} @ Vi — R! mit Vp V.




Variationsformulierung

Gesucht 1st o € LJ so dass alw, v) = *fiF y é 7o € Vi, wobel
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Anmerkungen (schwache Lsqg.)

* ueV, heildt schwache Losung

e die Voraussetzungen an die Angaben des RWPs
konnen abgeschwacht werden

(z.B: g(x) nur noche L () )

e durch Homogenisierung der Darstellung konnen
die Dirichlet-RBen direkt eingebaut werden



e (), Silikon

a=0
f=0
e O, Kupfer

Beispiel CHIP (1)

e Stationares Warmeleitungsproblem
o Gebiet() =2 Teilgebiete

A= 2,=371 W/mK

a=0
f=0
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Beispiel CHIP (2)

Randdaten:
— g,= 500K vorgegebene Temperatur auf
— g,= 0, Warmeisolation auf,

— k= a U, (RB 3. Art)
mit a = 5,6 W/ntK Warmeubertragungskoeffizient

u,= 300 K AufSentemperatu)g2 ‘r
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Beispiel CHIP (3)

Finde die TemperaturvertellungaV,,
so dass die Variationsgleichung

o aluw)={Fov) Yee Vg
erfullt ist,

wobel die Bilinearform wiefolgt aussieht (m=2)

‘ Cf o dula) delxe) . dulae) deix) | P ‘
vli= f LA + A ‘ + ajaulaejole) | de+4 [ awuv ds

[

und Vi wie basher.



Existenz & Eindeutigkeit

Lax-Milgram
Ist FeV,, ein lineares stetiges Funktional,
a(. , .) : WV,— R eine Bilinearform auf ¥,

V,, elliptisch und beschrankt,
dann existiert eine eindeutige LosungV, des
(homogenisierten) Variationsproblems.



Galerkin-Verfahren

* betrachte nur endlichdimensionalen Unterraum V

* V, wird von linear unabhangigen Basisfunktionen
o) aufgespannt
V, = {v =5 vilp®} c V
e Suche (Approximations-)Losung
Upin Vg =V NV,
mit den zugehorigen Ansatzfunktionen
Vi, Vo=V, NV,



Galerkin-Verfahren (2)

Gesucht ist
u, € RN : K u =f, lineares System
mit K, = [ale®,eW)],; Steifigkeitsmatrix

und f=[<F, ¢®> - Z.u.Oa(e®, ok)], Lastvektor



FE-Schema

Spezialfall des Galerkin-Verfahrens

Grundidee: Ansatzfunktionen mit lokalem Trager
dazu Zerlegung des Gebiets In "finite Elemente”
Losung: y(x)=Z;u® O(x) e V,

AN,

O  Basis functions 1




Triangulierung

e zulassige, geeignete, diskrete Zerlegdes
Gebiets

« Einfuhrung geeigneter (globaler/lokaler)
Nummerierungind Zuordnungstabellen

e Triangulierung abhangig von
— Geometrie des Gebiets
— Ausgangsdaten des RWPs
— der geforderten Genauigkeit



Beispiel CHIP (4)
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Zusammenfuhrung der
FE-Gleichungen

Gesucht ist geRNh

So dass Ku, =f,,
mit K, = [a(e®W,eW)],; Steifigkeitsmatrix
und f, = [<F, o®> - Z.u.Wa(e®), X)), Lastvektor
erfullt ist
Im Belspiel:

A aw(i) 3(p(k) 3(p(” 3(p(k) .
a(¢(1)’ (P(k)) = [ [A_ o 3 d (i), (k)
Q : 3x, BX| 4 3X2 HXp_ = I A dS,

(F, o®) — f f@e®(x)dx + [ g2(x)p®(x)ds + f agp ds.
Q r, [



Element-Steifigkeitsmatrizen

e zunachst ignorieren der RBen

« Einsetzen vonund Vv, in Bilinearform
« Berechnung der Koeffizienten tber Transformatien d

Dreiecke auf Einheitsdreieck
(einfache Integrale)

lea=3
x =x;,(§)
A
X

— Elementsteifigkeitsmatrizen(K

§ =& (x)
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globale Steifigkeitsmatrix,

« Einbau der Element-Steifigkeitsmatrizen nach und
nach (Schleife Uber alle Elemente) ip K
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Einbau der RBen 2. und 3. Art

o Vorauss.) polygonal berandet

e Indizieren der Kanten der FE-Dreiecke, die auf
entsprechendem Rand liegen

e Transformation der Dreiecke wieder auf
Einheitsdreieck

— zusatzliche Kantensteifigkeitsmatrizef®K
(ebenfalls zu Kaddieren)



Fehlerabschatzungen

e aus Lax-Milgram
(@) lup —upll < q"lun — u2 | (aprion estimate),

(b) lfup —upll < Tq—"_q IIu,', - u2|| (a priori bound),

©) llup —upll < Tz? lu) — uz" | (a posteriori bound),

e aus Cea-Lemma
Abschatzung des Diskretisierungsfehlers
M2

lu —upll < — inf |lu — wy||
K1 wh€Ven



Ausblick

« aus Banachschem Fixpunktsatz ist ein iteratives
Verfahren ableitbar

— Nachtell: langsame Konvergenz auf feinem
Gitter

e umgehbar mit Vorkonditionierung



