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07. Dezember 2006

8. Ubungsblatt

GRUPPENUBUNGEN

Aufgabe G1: (Unbeschrinkter Operator)
Zeigen Sie, dass fiir x € [0, 1] die lineare Abbildung ¢, : (C([0,1]),] - ||]2) — C, f + f(x) nicht
stetig ist.

Aufgaben G2:

Sei S : 12(N) — I2(N) der Rechtsshift, d.h., (Sf)(n) : {

Berechnen Sie S*.

0 n=>0
fln=1) , n>1

Aufgaben G3: (M+N)

Seien M und N abgeschlossene lineare Unterrdume eines Hilbertraums H.

Zeigen Sie: Verzichtet man auf die Bedingung M | N, dann ist M 4+ N im allgemeinen nicht
abgeschlossen. Betrachten Sie dazu das folgende Beispiel.

Sei H = %(N). Ferner sei e € (?(N), die Folge mit

(n) = 1 fiirn==k,
=0 sonst.

Sei M die abgeschlossene lineare Hiille von {eg,_1 € £2(N) : k € N} und N die abgeschlossene
lineare Hiille von {25 € (2(N) : k € N} mit
1

2 = €2p—1 + T G2k
Zeigen Sie, dass y = > 07 % ean Grenzwert einer Folge (y,)neny € M + N ist, und weisen Sie
nach, dass y ¢ M+N ist.
Hinweis: Jedes Element z aus N ldsst sich eindeutig schreiben als z = >~ | Ap2k, wobel (Ag)ken
eine Folge in ¢2(N) ist.

Aufgaben G4: (Rang-1-Operatoren)

(a) Sei H ein Hilbertraum, z,y € H und 7}, der Operator H 3 z — (z,x)y. Berechnen Sie
die Adjungierte des Operators.

(b) (i) Sei T € L(H) mit dim ImT = 1. Zeigen Sie: Es existieren z,y € H mit T' =T, ,,.

ii) SeinunT € L(H) mit dim Im T" < oo. Zeigen Sie, dasseinn € Nund 1, ..., Zn, y1, ...

H existieren mit 7' = Y"1 | Ty, 4.

Anmerkung: T, , bezeichnet man auch als Rang-1-Operator. In der Quantenmechanik schreibt
man dafiir |y)(z|.

yYn €
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Aufgaben G5: (Riesz-Frechet)
Sei 0 # a € R eine Konstante. Fiir jedes f € C([0,1]) sei ® die Losung der Differentialgleichung

(a)

(b)

y(t) +ayt) = ft),  y(0)=0.

Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : C([0,1], || ]l2) = R, f — fol ®(t) dt ein stetiges lineares
Funktional ist.

Bestimmen Sie eine Funktion g € L2([0, 1]), so dass ¢(f) = (f, g) ist.

HAUSUBUNGEN

Aufgabe H1:

(Schwache Lésungen von partiellen Differentialgleichungen)(5 Punkte)

Sei 2 C R™ ein offenes beschrinktes Gebiet mit glattem Rand.

Ferner sei C3°(Q2) := {f € C*°() : Tréger von f ist kompakt} der Raum der unendlich oft
differenzierbaren reellwertigen Funktionen mit kompaktem Triger. Wir definieren auf C§°(€2)
eine Norm via

(a)

(b)

"0
2 ,_ 2 2
1711502 = 17115 + ; 51

Zeigen Sie, dass Cg°(§2) mit || - [| ;12 ein Pré-Hilbertraum ist.
Anmerkung: Die Vervollsténdigung von (C5°(€2), | - || ;12) ist ein sogenannter Sobolev-
0

Raum, den man mit Hé 2(€2) bezeichnet.
Wir bezeichnen mit M, (R) den Raum aller n x n-Matrizen mit reellen Eintrigen. Sei ¢ > 0
eine positive Konstante und K eine Abbildung K : Q — M,,(R) mit der Eigenschaft:

(i) Fiir alle 1 <4,j < n ist die Abbildung Q > z — K(z);; ein Element von C!(€).

(ii) c||uH§{1,2 < fQ<K(m) grad u(z), grad u(x))rn dz.

0
({-,-)rn bezeichnet das Skalarprodukt in R")

Wir betrachten eine sogenannte elliptische partielle Differentialgleichung
div (K (z) grad u(x)) = f(x) x € Q,
u(x) =0 x € 08,
wobei f € C(2) und u € C3(Q) NC(Q) ist.
Bildet man das L?-Skalarprodukt mit einer Funktion v € C§°(f2), so erhiilt man
(div (K grad u),v) r2(q) = (f,v)12()

Zeigen Sie, dass diese Gleichung dquivalent zur Gleichung

[ (K@) radu gradvpzn do = ~(foo)saey (9

ist.
(Hinweis: Fiir ein Vektorfeld w und eine skalare Funktion g gilt: div (¢-w) = (grad g, w) +
gdivw. Verwenden Sie einen Thnen wohlbekannten Satz aus der Integrationstheorie)

Zeigen Sie anschlieend, dass es eine eindeutig bestimmte Funktion u € H& 2(Q) gibt, die
fiir alle v € C§°(Q2) die Gleichung () erfiillt.

(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Lax-Milgram.

Die Ungleichung 21 4 - - - 4+, < n'/?(2? 4 - - -+ 22)/2 mit z; € R kann hilfreich sein. Wie
heifit diese Ungleichung?)

Anmerkung: Die Losung u € H& 2(Q) bezeichnet man als schwache Losung der Differenti-
algleichung (bzw. des Dirichlet-Problems).



