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16. November 2006

5. Ubungsblatt

GRUPPENUBUNGEN

Aufgaben G1: (Unendlich grofle Matrizen, Nachtrag)
Gegeben sei (a;k)jkeny mit a;; € Cund M = sup{|a;i| : j,k € N} < c0.

Fiir © = (2g)gen € (1(N) definiere Az :=y mit y = (y;)jen, Yj = Y. 4Tk
k=1
(a) Zeigen Sie, dass A : (*(N) — ¢°°(N) eine stetige lineare Abbildung ist.

(b) Berechnen Sie die Operatornorm von A.

Aufgaben G2: (Integraloperator, Nachtrag)
Sei k : [a,b] x [a,b] — C eine stetige Abbildung. Definiere eine Abbildung 7" als

b
(Tf)() = / ko) f)dy  fiir £ € Cla b)) | - o).

a) Zeigen Sie, dass T': (C([a, b)), || - [lo) — (C([a, b)), || - |ls) ein stetiger Operator ist.

(a)

(b) Bestimmen Sie eine obere Schranke fiir ||7||qp-

(c) Berechnen Sie ||T'||,p, fiir den Fall, dass k(z,y) # 0 fiir alle x,y € [a, b] ist.
)

(d) Erlautern Sie die Analogie zu Aufgabe G3.

Aufgaben G3: (Vermischte Aufgaben)
Seien (E,| - |l1), (F,] - ||]2) normierte Réume.

(a) Zeigen Sie, dass jede stetige lineare Abbildung von E nach F gleichméfig stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass der Kern einer stetigen linearen Abbildung von E nach F' abge-
schlossen ist.

(c) Sei (E,|| - l1) ein Banachraum, (F,|| - ||2) ein normierter Raum und A eine stetige
lineare Abbildung A : E — F'. Ferner gebe es eine Konstante ¢ > 0 so, daf} [|Az||s >
cllz|]y ist fir alle z € E.

Zeigen Sie, dass das Bild Im A von A abgeschlossen ist.
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Aufgaben G4: (LP-Rdume)
Sei (€2, %, p) ein Mafiraum und p(€2) < oo.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Holder-Ungleichung
(zur Erinnerung: || f-g [l <[ fll, -l g ll, fiir f € LP, g€ L7,
Firl <p<yp < ooist

1l < p@YP 2 Iflly o f € L (9,5, ).

1,1 _ 1
pte=1)

(b) Ordnen Sie die LP(2, X, u)-Raume beziiglich der Relation ”C”.

(¢) Wir betrachten fiir 1 < p < oo die lineare Abbildung

I:LP(Q,5,u) — R, f»—>/fdu.
Q

Zeigen Sie, dass [ stetig ist.

(d) Zeigen Sie: Fiir p,p’ € [1,00], p # p' ist LP(R,\) ¢ LY (R, \), wobei X fiir das
Lebesgue-Mafl steht.

HAUSUBUNGEN

Aufgabe H1: (Multiplikationsoperator) (5 Punkte)
Gegeben sei die stetige Funktion g € C(]0, 1]). Wir betrachten die lineare Abbildung

Mg C([0, 2], [ - [[p) = €0, 1], | - {l)  mit My(f)(t) = g(t) - f(£) (¢ € [0,1]).
(a) Berechnen Sie die Operatornorm von M, fiir 1 < p < oo.

(b) Sei g =1id : t + t und p = oco. Zeigen Sie, dass M, kein abgeschlossenes Bild besitzt
und dass
T dl, = {f € C(0. 1)) : £(0) = 0}

der Abschluss von Im M, ist.



