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3. Ubungsblatt

GRUPPENUBUNGEN

Aufgabe G1: (Abschluf} u.a.)

(a) Berechnen Sie das Innere und den Abschluss der Menge A := {f € C([-1,1]) :
f> 0} in (C([=L1]), [ - [loo):

(b) Berechnen Sie das Innere und den Abschluss der Menge B := {f € L*([-1,1])
f >0 fast iiberall} in LY([—1,1], - [|1)-

Aufgaben G2: (Wesentliches Supremum)
Sei (2, %, 1) ein Mafiraum und f : (Q,%, u) — [—00,00] eine messbare Funktion. Wir
definieren

Noo(f) :==inf{a € [0,00] : |f| < a w — fast iiberall}.

Noo(f) bezeichnet man als das wesentliche Supremum von f.

Sei L(Q, 5, 1) = 1+ © — |00, 00], Noo() < 00},
(a) Zeigen Sie: N ist eine Halbnorm auf £>*(Q, X, u).

(b) Wir betrachten auf £°(Q, ¥, 1) die folgende Aquivalenzrelation: f ~ g genau dann,
wenn f = g p-fast iiberall ist. Weisen Sie nach, dass || - || eine Norm auf dem
Vektorraum £2(Q, 3, i)/~ ist mit ||[f]]loe := Noo(f), wobei [f] die Aquivalenzklasse
von f € L®(€, X, i) bezeichnet.

Aufgaben G3: (Summe von Banachrdumen)

Gegeben seien zwei Banachrdume (E, || - ||1) und (F || - ||2).

Zeigen Sie: Fir 1 < p < oo ist (EE@F.| - |,) ein Banachraum, wobei ||z & y||, :=
(I + lyl5)H7 fiir 1 < p < 00 bzw. |2 @ ylloo = max{|z]s, [yll2} ist.

Aufgaben G4: (Banachraumwertige stetige Funktionen)

Sei (E,|| - ||) ein normierter Raum und K eine kompakte Menge, ferner sei f : K — F
eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass || f|l = sup{||f(z)|| : = € K} existiert, und
dass somit durch | - [« eine Norm auf dem Raum C(K; E) der stetigen Funktionen mit
Werten in E definiert wird (das hatten wir schon in der Vorlesung kurz angesprochen).

Zeigen Sie nun: Ist F ein Banachraum, dann ist auch C(K; E) ein Banachraum (Sie konnen
zur Vereinfachung auch K = [0, 1] annehmen).

Aufgaben G5: (Vervollstindigung, falls noch Zeit ist)
Vervollstandigen Sie den Beweis der Vollstédndigkeit der Vervollstdndigung eines normier-
ten Raumes in 2.26 der Vorlesung.
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HAUSUBUNGEN

Aufgabe H1:
(Geometrische Interpretation von Normen und konvexe Mengen)(7 Punkte)

Sei V' ein K-Vektorraum (K = R oder C) und K C V eine Teilmenge von V mit folgenden
Eigenschaften:

(i) K ist konvex.
(ii) K ist absorbierend, d.h. Vx € V IaeR,a>0: z € a- K :={ak |k € K}.
(i) K ist kreisformig, d.h.,, Vo € K V5 € Kmit || =1 ist fz € K.
(a) Zeigen Sie: Durch ||z|| := inf{a > 0 | x € a- K} wird eine Halbnorm auf V' definiert.

(b) Welche Eigenschaft einer Halbnorm ist nicht erfiillt, wenn man die Eigenschaft (i)
(bzw. (ii), bzw. (iii)) nicht beriicksichtigt?

(c) Sei V=R", 0 < p < oound K, := {x eV (XL, |z |P) P < 1}. Fiir welche p
erfiilllt K, obige Eigenschaften? (Vgl. auch Teilaufgabe (f) )

(d) Wie muss K beschaffen sein, dass die in Aufgabenteil (a) definierte Halbnorm eine
Norm ist. Gebe ein Beispiel an, bei dem K nur eine Halbnorm erzeugt.

(e) Ein Element x einer konvexen Menge K heifit Extremalpunkt von K, falls aus z =
Ay + (1 —A)z mit y,z € K und X € [0, 1] folgt, dass y = z = z ist.

Sei nun K := {z € X : |z|| < 1} die Einheitskugel eines normierten Raumes
(E,|| - |). Zeigen Sie: ||z|| = 1 fiir jeden Extremalpunkt = von K.

(f) Sei E = R2. Skizzieren Sie die Einheitskugeln beziiglich den Normen

o |zly = |x1| + |72, T = (x1,72) € X,
o [|zf2 = (Jz1[* + |22, © = (21,22) € X,

o ||7]|oo := max{|z|, |x2|}, x=(x1,22) € X.
(g) Bestimmen Sie die Extremalpunkte obiger Einheitskugeln.

(h) Weisen Sie nach, dass in

E=c([0.1]), mit |f], := / o

die Einheitskugel K keinen Extremalpunkt besitzt. Hierbei sei, wie iiblich, C(]0, 1])
der Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1].



