B. Kiimmerer Funktionalanalysis TUD WS 2006/07 1

25. Oktober 2006

2. Ubungsblatt

GRUPPENUBUNGEN

Aufgabe G1: (Wenn Pythagoras das geahnt hétte . . .)
Wann gilt fiir zwei Vektoren z und y in einem Hilbertraum der ,,Satz des Pythagoras®

ety *=Mz*+1yl*?

Aufgaben G2: (Nicht alle Rdume sind Hilbertraume)

a) Es Sei ‘H ein Pra-Hilbertraum. Verifizieren Sie die Parallelogrammidentitét

le+yl? + le—ylP= 2012 + [yl firalle z,ye™H .
Geben Sie im Spezialfall H = R? und || z ||? := 2% + 23 eine geometrische Deutung.

b) Folgern Sie aus a), dass die Maximumnorm

IS lloo := max |f(2)]

z€[0,1]
auf dem Raum C([0, 1]) nicht von einem Skalarprodukt abgeleitet werden kann.

c) Zeigen Sie: Fiir 1 <p<oo, p#2,undn > 2ist (C", || - ||,) kein Hilbertraum.

Aufgaben G3: (/- Riume)
Wir wollen zeigen, dass (¢?(N), || - ||,) fiir 1 < p < oo ein Banachraum ist.
Wir beginnen mit dem Fall: 1 < p < oo.

(a) Sei (™)ren C £P(N) eine Cauchy-Folge in ¢?(N). Zeigen Sie, dass eine Folge y =
(Yn)nen existiert, so dass limy_ o, o) = Yn ist fiir alle n € N.

(b) Weisen Sie nach, dass ||z*) — y||, gegen Null konvergiert fiir k — oc.
1/p
(Hinweis: Sei (Eiio |z — xg)\p) < e fir M € N. Was ldsst sich dann tiber
1/p
(0o lyn — ) ™ sagen?)
(c) Zeigen Sie, dass y € (P(N) ist.

(d) Weisen Sie nach, dass auch (¢*°(N), | - ||o) ein Banachraum ist.
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HAUSUBUNGEN

Aufgabe H1: (7 Punkte)
Es sei M eine offene Teilmenge des R". Fiir 0 < o < 1 sei C*(M) die Menge aller auf M
erklarten beschrinkten und stetigen reellen Funktionen f mit

L e
z,y €M r—y s
TFY

a) Zeigen Sie, dass C*(M) einen Banachraum mit der Norm

IS llas=11Fllo + 1S Ilas IS llo:= sup |f(@)]

bildet.
b) Ist auch durch || f ||, eine Norm auf C*(M) erklart?

c) Zeigen Sie, dass auch || f |0 eine Norm auf C*(M) ist. Ist C*(M) vollstiandig
beziiglich der Norm || f ||o?

d) Verifizieren Sie im Fall n =1, M =]0, 1] die Inklusion

CP(M) G C*(M) fir 0<a<p<l1
Hierbei bedeutet C°(M) = C(M) die Menge der auf M beschréinkten und stetigen
Funktionen.

Bemerkung: C*(M) wird als der Raum der auf M holderstetigen Funktionen mit
dem Holder-Exponenten « bezeichnet; die Normen || f ||, heiflen Holder-Normen.



