Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 14, Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G 37 (A)

(A)

(B)

Formulieren Sie die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir das Problem

min 2} + (w2 + 1)

s.t.  x9 > €'l

Zeigen Sie, dass % = %1 und —2 < z} < 0 gilt, falls 2* ein lokaler Minimalpunkt ist.
Betrachten Sie das Problem
min f(z) = —x
s.t. a:% + x% <1
(:Cl — 1)3 — I < 0.

Zeigen Sie, dass in z* = (1,0) die Constraint Qualification gilt, sowie dass x* ein KKT-Punkt
und eine globale Optimallésung ist.

Die KKT-Bedingungen fiir das Problem lauten:
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Aus der letzten Gleichung folgt, dass entweder u = 0 oder e** — x9 = 0.

u* = 0: Daraus folgt 7 = 0 und x5 = —1, was aber der Ungleichung e** — xo < 0 widerspricht.
Daher erhélt man in diesem Fall keine Losung des Systems. Es muss also
u* > 0 gelten, woraus e®1 — x5 = 0 folgt. Daher muss x] die Gleichung

oy = —(e" + )

erfiillen. Da e® + €2*1 > 0 gilt, folgt x% < 0. Daraus schliesst man wiederum e*1 + €2*1 < 2 und
daher x7 > —2.

Sei g1(z) = 22 + x4 — 1 und go(w) = (w1 — 1)3 — z2. Beide Nebenbedingungen sind bindend
fiir x* = (1,0). Die Gradienten im Punkt x* sind Vg;(z*) = (3) und Vga(z*) = (_01). Da die
Vektoren linear unabhégig sind, gilt die LICQ-Regularitédtsbedingung.

Vf(z*) = (_01). Damit z* ein KK'T-Punkt sein kann, muss
Vix*)+aVg(z") +bVga(z*) =0
fiir a,b > 0 gelten. Die Losung des Systems liefert a = % und b = 0. Daher ist * ein KKT-Punkt.

Da 22 4+ 23 < 1, gilt |z1| < 1. Weiterhin f(z) = —x1 < —1 = f(2*). Damit ist * = (1,0) das
globale Optimum.

G 38 Betrachten Sie das quadratische Optimierungsproblem

(a)

min x% + w%
st (w1 — 12+ (my—1)2<
(x1 — 1) + (22 + 1)* <

Skizzieren Sie die zuldssige Menge und die Niveaulinien der Zielfunktion. Bestimmen Sie grafisch
die Optimallosung x*.
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(b) Formulieren Sie die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir das Problem. Gibt es Lagrange-Mul-
tiplikatoren A} und A3, die beweisen, dass x* optimal ist?

(a) Aus der Grafik sieht man, dass die zuléssige Menge nur aus dem Punkt x* = (1,0) besteht, der
deshalb auch die Optimallésung ist.
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(b) Die KKT-Bedingungen fiir das Problem lauten:

2x1 + 2)\1(551 — 1)+ 2X9(x1 — 1) 0

2:52 + 2)\1(552 - 1) + 2)\2(1‘2 + 1) = 0

(1 1)+ (22— 1)2 < 1

(x1 =12+ (z2+1)? < 1

Ao >0

Ao > 0

)q((xl 12 4 (g - 1)2 - 1) -0

)xg((xl 12 4 (e 1) — 1) -0

Im Punkt x* = (1,0) reduziert sich dieses System auf

A >0, Ao >0, 2=0, —2X\1 +2Xy = 0.

Dieses System hat offensichtlich keine Ldsung, daher existieren fiir dieses Problem im Optimal-
punkt keine Multiplikatoren.

G 39 Betrachten Sie das quadratische Problem

iy 1.2 2
min 57 + 25 + 2122

s.t. T + T2 <2,
-1 — w2 < -1,

-1 < 0,

— T2 < 0.

Losen Sie dieses Problem mit der Strategie der aktiven Menge, wobei Sie als Startpunkt 2° = (1,1)
verwenden. Skizzieren Sie die zulissige Menge und zeichnen Sie die Iterationspunkte z* ein.

Wir haben 2° = (1,1) und A = {1}. Sei u® = (0,0,0,0).
Iteration 1: Schritt 1: (z°,u®) ist kein KKT-Punkt, da

(2) z e £ (J)
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Schritt 2: Lose das Gleichungssystem

1 11 Az -2
1 21 Azg | = -3
1 10 U1 0

Losung ist Az® = (1,—1) und u; = —2.
Schritt 3: Fall (c), weil 2° + Az® = (2,0) zulissig. Daher:

zt = (2,0), Ap = {1}
Iteration 2: Schritt 1: (z',u!) ist kein KKT-Punkt, da u # 0.
Schritt 2: Lose das Gleichungssystem

1 11 Az -2
1 21 Azgy | = -2
1 10 U1 0

Lésung ist Axz' = (0,0) und uy = —2.
Schritt 3: Fall (b) mit ¢ = 1. Daher:

2=zl =(2,0),  Ay:= A\ {1} =0.

Iteration 3: Schritt 1: (z%,u?) ist kein KKT-Punkt, da u # 0.
Schritt 2: Lose das Gleichungssystem

11 [ Axy \ [ =2
1 2 Azy )\ =2 )°
Losung ist Ax? = (—2,0).

Schritt 3: Fall (d), weil 22 + Ax? = (0,0) unzulissig. Betrachte die Indizes {i ¢ As : al Az? > 0} =
{2,3}. Daher

angenommen bei r = 2. Somit:

Iteration 4:
Schritt 1: (x3,u?) ist kein KKT-Punkt, da

V(a®) #0.
Schritt 2: Lose das Gleichungssystem
1 1 -1 Axq -1
1 2 -1 Axo = -1
-1 -1 0 Ug 0

Losung ist Az® = (0,0) und ug = 1.
Schritt 3: Fall (a) = STOP.

Der Punkt z* = (1,0), u* = (0,1,0,0) ist ein KKT-Punkt des gegebenen Optimierungsproblems. Da
das Problem konvex und regulér ist, ist z* die OptimallGsung.

Wir bedanken uns fiir Ihr Interesse und wiinschen erholsame Semesterferien!
Stefan Ulbrich Christian Brandenburg
Christine Schénberger Adrian Sichau Stephan Petsch




