Programmieriibung, Losungsvorschlag
Hausiibung

H 30 (5 Punkte)

Zeigen Sie: (a) Fiir jedes r € Q gilt: |r| < 20— — 1.
(b) Fiir je zwei rationale Zahlen r, s € Q gilt: (rs) < (r) + (s).

(a) Sei zunéchst r € Z. Dann gilt:
(r) =1 = [logy(|r| +1)] = logy(Ir| +1)
und daher
2=l > |p| 4 1.

Nun sei r = % mit p,q € Z und q > 1. Dann gilt:

(=1 = )+ {a) — 1 = [logy(lp| + 1)] + 1+ logy(a| + 1)] +1 1
> log, ((Ipl+1)(lal + 1)),

und daher

9(r)-1 (Ipl + D)(lal + 1) = Ipllal + |p[ + |g| + 1

>
> fpllgl +1> & +1=r[+1.

(b) Seien zunéichst r, s € Z. Dann gilt:

(r) +(s) = [logy(|r|+1)] + 1+ [logy(|s| + 1) +1
[loga(|r| + 1) +loga(|s| + 1)1 + 2 = [logo[(|r| + 1)([s] + 1)]] + 2

>
> [logy(|rs|+1)] + 1= (rs)

Nun betrachten wir r = Z—i und s = Z—; mit p1,q1,p2,q2 € Z. Dann ist rs

_ e

T und es gilt:

(rs) = (pip2) + (q1q2) < (p1) + (P2) + (@1) + (q2)
(1) + (@) + ((p2) + (@2)) = (r) + (s)

H 31 (5 Punkte)

(A) Betrachten Sie das Polyeder P = {z € R" : Cz < d} mit

o(43) moe(4)

Wie viele Iterationen bendtigt die Ellipsoidmethode héchstens um zu entscheiden, ob {x € R™ :
Cxz < d} leer ist oder P einen Punkt enth&lt?

9

0 4
Sei x +y < —1 eine der verletzten Ungleichungen. Stellen Sie diese Situation graphisch dar.
Bestimmen Sie a;41 und Aj41 und stellen Sie das zugehorige Ellipsoid graphisch dar.

B) In der j-ten Iteration der Ellipsoidmethode seien a; = (0,0)7 und A; = gegeben.
J J

(A) Die maximale Anzahl der Iterationen der Ellipsoidmethode ist N = 2n((3n 4+ 1)(C) + (2n +
1)(d) — n®). In unserem Beispiel ist n = 2 und damit

C)=3)+(-1)+(-6)+(2) =3+2+4+3=12

(d)=4)+(-9) =4+5=09.
Damit ergibt sich N = 484 Iterationen als maximale Laufzeit der Ellipsoidmethode.
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(B) Es gilt ¢ = (1,1)T. Wir berechnen zunéchst den Hilfsvektor d:

0 4

d@&cwl%;o)(i)(% D) -7 ()

Laut Update-Formeln gilt damit:
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Graphisch sieht die Situation so aus:
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H 32 (5 Punkte)

(A) Betrachten Sie folgendes Polytop in R%:

—Tr1 — T2 S -2
3%1 < 4
—2r1 + 229 < 3

Stellen Sie mit Hilfe der Ellipsoidmethode fest, ob das Polytop leer ist oder nicht. Verwenden
Sie als Anfangsellipsoid einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 7. (Rechnen Sie bitte auf vier
Nachkommastellen genau.)

(B) Sei A € R™ "™ symmetrisch und positiv definit. Zeigen Sie, dass A durch die Definition
(w,y)a = a" Ay

ein inneres Produkt auf R™ induziert. Mit ||z||4 := v/ (z, z) 4 ist dann eine Norm auf R™ definiert.
Beweisen Sie fiir diese Norm die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

[z, y)al < [zl allylla-
Welche Gestalt hat die Einheitskugel dieser Norm?
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(A) (2 Punkte)
Wir starten mit & = E(Agp, ag) mit

0 49 0
a0—<0> und A0—<0 49>.

Iteration 1: aq verletzt die Ungleichung —x; — xo < —2, daher ¢ = (—1, —l)T. Dabher:

g —4od07 o [ 16499 g (435555 217777
—\ —4.9497 )0 P\ 16499 VT 2177 435555 )

Iteration 2: ay verletzt die Ungleichung 3x1 < 4, daher ¢ = (3,0)7. Daher:

4 65997 [ —0.5499 4 4, ( 193580 —9.6790
—\ —32908 /0 27 27499 un 27\ _9.67907 483951 |-

Iteration 3: ag verletzt die Ungleichung —2x1 + 2x9 < 3, daher ¢ = (-2, 2)T. Dabher:
d— —-3.1111 ~(0.4871 nd A — 17.2071 4.3018
62222 )0 BT\ 06758 . 57\ 43018 301125 )
Iteration 4: ag verletzt die Ungleichung —x; — xo < —2, daher ¢ = (—1, —l)T. Dabher:

d— —2.8762 [ 1.4458 nd A, — 15.5894 —6.0299
-\ —4.6020 )’ =\ 2.2008 u 17\ —6.0299 21.3510 )

Iteration 5: a4 verletzt die Ungleichung 3x1 < 4, daher ¢ = (3,0)7. Daher:

d— 3.9483 ~( 0.1297 nd - 6.9286 —2.6799
—\ 122 )0 T 27188 u 57\ —2.6799  26.3603
Iteration 6: a5 verletzt die Ungleichung —2x1 + 2x9 < 3, daher ¢ = (-2, 2)T. Dabher:
d— —1.5456 ~( 0.6449 d A — 7.1148 2.8443
a6z )0 7\ 11618 ut 6=\ 2.8443 157511 /-
Iteration 7: ag verletzt die Ungleichung —x1 — xo < —2, daher ¢ = (—1, —l)T. Dabher:

J— ( —1.8637 ) 0 = ( 1.2661 ) und A = < 6.39885 —1.9726 >

N

—3.4799 2.3170 —1.9726 10.2372

Iteration 8: ay erfiillt alle Ungleichungen, STOP.
Das Polytop ist nicht leer, der Punkt a7 = (1.2661,2.3170)T liegt im Polytop.
(B) (3 Punkte)

Seien x,x1, T2,y € R™ und a € R. Dann gilt:

IP1: (zy + x9,y)a = (21 4 x2)" Ay = o Ay + 2 Ay = (x1,9)a + (x2,9) 2.

IP2: {(ax,y)a = (ax)T Ay = a(z” Ay) = alz,y) 4.

IP3: (v,y)a = 2T Ay = yT Az = (y,z) a.

IP4: (x,2) s = 2T Az > 0 fiir alle x € R" und {z,r)4 = 0 <= x = 0, da A positiv definit ist.
Damit erfiillt (-,-) o die Definition eines inneren Produktes.

Zum Beweis der Ungleichung von Cauchy-Schwarz: Fiir y = 0 gilt die Ungleichung, weil (x,0) 4 =
(,0-0)4 =0-(x,0)4 = 0. Sei daher jetzt y # 0. Dann gilt fiir alle « € R:

0<(z+ay,z+ay)s= (r,2)a +aly,x)a + alz,y)a + o*{y,y) a.
Mit

ergibt sich die gewtinschte Aussage.
Die Einheitskugel der Norm || - || 4 ist die Menge

{reR": |z)|la <1} ={r e R": 2T Az < 1},
also ein Ellipsoid. Fiir den Spezialfall A = I erhalten wir iibrigens die gewohnte 2-Norm.



