Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 8, Losungsvorschlag

Gruppeniibung
G 23 (A) Betrachten Sie das LP

(a)
(b)

min —r; —+ )
st. —x1 + 229 + x3 = 4
3r1 + 2x9 + x4 = 12
1 + 2x — x5 = 4
Tly..-,T5 > 0

Zeigen Sie, dass (Z1,...,7%5)7 = (2,3,0,0,4)T eine zulissige Basislosung des LPs ist.

Ausgehend von dieser Basis, 16sen Sie das LP mit dem Simplex-Algorithmus.

(B) Untersuchen Sie die Losbarkeit des folgenden LPs:

max —Ii; — 29
s.t. 1 + 1o < 2
xr1T — 2.%'2 S —6
x1,x2 > 0

Hinweis: Wenn notig, betrachten Sie auch das duale LP.

-1 2 0
(A) (a) Mit B = (1,2,5) ist Ap = 3 2 0 offensichtlich invertierbar, daher ist B eine
1 2 -1

(b)

Basis. Auflerdem gilt Ag,lb > 0, daher ist (zy,...
sislésung des LPs.

Wir gehen aus von B = (1,2,5), N = (3,4); Zp = (%1,%2,75)" = (2,3,4)", Zielfunktions-
wert: 1.

,Z5)7 = (2,3,0,0,4)7 eine zulissige Ba-

Iteration 1:

BTRAN: §=(2,—% 0T
Pricing: Zy = (—%, é)T, j = 3. (z3 tritt in die Basis ein.)
Ratio-Test: ~ = min 3—38, —J5} = 8; wihle i = 2, d.h. T, verlisst die Basis (man kénnte

auch i = 5 wéhlen).
Update: Tp = (Z1,%2,%5)" = (4,0,0)7; B = (1,3,5), N = (2,4), 73 = 8, Zielfunktions-
wert: —4.

Iteration 2:

BTRAN:
Pricing:

y=(0,—1,0)7.
zZv = (3,57 >0, STOP.

Die letzte Basislosung (%1, ...,75)T = (4,0,8,0,0)T ist optimal.

(B) Die beiden Ungleichungsnebenbedingungen lassen sich leicht zu einem Widerspruch fiihren.

Alternativ: Da keine primal zulédssige Startbasis zu finden ist, betrachten wir das duale Problem

(D):

min 2u; — 6uy
s.t. up + uy > -1
D
( ) Uy — 2u2 Z —2
up,ug > 0
In Standardform lautet das duale LP:
min  2u; — 6uy
s.t. —u; — uy + usg =1
D
(D) —up 4 2u + u = 2
U1, U2, U3, Uq Z 0

Nun kann der Simplex-Algorithmus zur Lésung von (D) angewendet werden:
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Startbasis: B = (3,4), N = (1,2); up = (us3,u4)? = (1,2)T, Zielfunktionswert: 0.
Iteration 1:

BTRAN: 5= (0,0)T.

Pricing: zZy = (2,—6)T, j = 2. (uy tritt in die Basis ein.)

FTRAN: w=(-1,2)T.

Ratio-Test: v = % = 1; uy verlédsst die Basis.

Update: iip = (us3,us)’ = (2,0)7; B =(3,2), N = (1,4), 4z = 1, Zielfunktionswert: —6.
Iteration 2:

BTRAN: 7= (0,-3)T.

Pricing: zy = (—1,3)T, j = 1. (uy tritt in die Basis ein.)

FTRAN: w=(-3,-1)T. STOP.

Das Problem (D) ist unbeschrinkt. Das bedeutet, dass das primale Maximierungsproblem keine
zuldssigen Punkte besitzt.

G 24 Ein Hersteller erzeugt die Produkte X1, Xo, X35 und X,4. Zur Erzeugung der Produkte sind Arbeitszeit

sowie die Rohstoffe A und B nétig, wie in der folgenden Tabelle angegeben.

Produkt
Input X1 Xo X3 Xy verfiighar
Personenwochen 1 2 1 2 20
kg Material A 6 5 3 2 100
kg Material B 3 4 9 2 75

Produktionsniveau x1 x2 3 24

Der Verkauf einer Einheit von Produkt X; bringt 6 GE Gewinn, fiir X2, X3 und X4 betriagt der Gewinn
4 GE, 7 GE bzw. 5 GE. Die Produktionsniveaus der vier Produkte sollen so bestimmt werden, dass
der Gewinn maximal wird.

Modellieren Sie diese Problemstellung als LP und 16sen Sie es mit dem Simplex-Algorithmus.

LP in Standardform:

—min —6x1 — 4xo — Tr3 — by
s.t. 1 + 20 4+ x3 4+ 234 + x5 = 20
6ry 4+ Sros 4+ 3x3 + 214 + xg = 100
3r1 + 4x0 4+ 93 + 224 + xy = 75
T1,...,07 = 0

Startbasis: B = (5,6,7), N = (1,2,3,4); zp = (%5, %6, 77)" = (20,100, 75)T, Zielfunktionswert: 0.

Iteration 1:

BTRAN: 3 = (0,0,0)T.

Pricing: zZy = ( 6,—4,—7,-5)T, j = 1.

FTRAN: =(1,6,3)T.

Ratio-Test: v = {20 100 75 = 50 ; Ze verldsst die Basis.

Update: Tp = (10/3 0,25)7; B = (5,1,7), =(6,2,3,4), 7, = %2, ZF: —100.
Iteration 2:

BTRAN: 3= (0,-1,0)T.

Pricing:  zy = (1,1,—4,-3)T, j = 3.

FTRAN: w= (3,1 9)T.
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' . 10/3 50/3
Ratio-Test: v = min{ 1//2 ; 1//2 ; 1??2}

Update: 25 = (2,15,0)7; B = (5,1,3), N = (6,2,7, 4), 23 =1, ZF: -3

; &7 verldsst die Basis.

Iteration 3:
BTRAN: §=(0,—11,—3)7.

1
Pricing:  zy = (1,2, &, 307 j=4.
FTRAN: w= (% 4, 2)7T

Ratio-Test: v = min{%, 15 2/15} = 22: 75 verlisst die Basis.

Update: T = (0,28, U5)T: B = (4,1,3), N = (6,2,7,5), 24 = 23, ZF: —11553.

Iteration 4:

BTRAN: g = (-3, 19 3T

Pricing: zZy = (ég, 391, %, gZ)T >0, STOP.

. - LA 265 &= = 115 = 25 A4 m o oa . 65
Optimallosung: 1 = 95, T2 = 0, T3 = 33, T4 = 53, Ts = Tg = T7 = 0. ZF: —11573.

. . .. . . 65
Zielfunktionswert der urspriinglichen Maximierungsproblems: +11525

G 25 Bei einer grofien deutschen Fondsgesellschaft werden die Wertpapierportfolios anhand von Faktoren
zusammengestellt, von denen das Fondsmanagement {iberzeugt ist, dass sie die jeweiligen Aktien
gut beschreiben. Die Faktoren: Konjunkturabhéngigkeit, Euro/Dollar-Wechselkursabhéngigkeit, und
Marktkapitalisierung (Wert aller Aktien des Unternehmens) werden benutzt. Das Management be-
nutzt Targets (Zielwerte, die auf langjahriger Erfahrung beruhen), die es mit dem gesuchten Portfolio
moglichst gut annihern will: die Konjunkturabhéngigkeit sollte 4 sein, die Euro/Dollar-Wechselkurs-
abhingigkeit 7 und die Marktkapitalisierung 12. Der betrachtete Marktausschnitt bestehe aus den
folgenden Aktien:

Name H Konjunktur ‘ Euro/Dollar ‘ Marktkapitalisierung
Deutsche Bank 2 12 15
DaimlerChrysler 9 15 13
BASF 7 8 6
Fon 3 2 5

(a) Stellen Sie ein lineares Problem zur Bestimmung eines Portfolios auf, das den gegebenen Targets
in der Maximumsnorm méglichst nahe kommt. Dabei soll das gesamte Kapital investiert werden.
Es diirfen keine Aktien leer verkauft werden.

(b) Formulieren Sie fiir das LP aus (a) das duale LP. Wie kann die Losung der dualer Programme
interpretiert werden?

(c) Formulieren Sie auch das entsprechende Optimierungsproblem, das bei Verwendung der 2-Norm
entsteht.

Sei z; (i=1,...,4) der Anteil von Aktie i am Portfolio. Fiir x; gelten folgende Nebenbedingungen.

Das gesamte Kapital soll investiert werden, d.h. alle Anteile sollen sich zu 1 aufsummieren

Es diirfen keine Aktien leer verkauft werden, d.h. nur positive Anteile sind zugelassen.

4
z; >0 Vi, > =1
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Das Problem, mit dem Portfolio die vorgegebenen Targets in einer bestimmten Norm mdglichst gut
anzunédhern, bedeutet, dass die entsprechende Norm des Vektors

221 4+ 929 + Tax3 + 324 — 4
1221 4+ 1529 + 8x3 + 224 — 7
1521 + 1329 + 623 + by — 12

minimiert werden soll.

(a) In der Maximumsnorm bendtigen wir eine zusétzliche Variable z € R:

min z

s.t. |2x1 4+ 9zo + Txg + 324 — 4| < 2
1221 + 1529 + 823 + 224 — 7| < 2
’15%1 + 1329 + 623 + by — 12| <z
Ti+xo+r3+24=1
T1,T2,x3,T4 ZO

In LP-Form lautet das Problem:

min =z
s.t.  z 21 4925 +7x3 +3x4 > 4
z =21 -9z —Tx3 —3x4 > —4
z +12z7 +1bz9 +8x3 +2x4 > 7
z —12zy —1bzy —8x3 —2x4 > -7
z +15x7 +13z2 +6x3 +bxy > 12
z —1bxy —13z9 —6x3 —bdxy > —12
T +xo 3 Fx4 = 1
x1,22,23,24 2> 0
(b) Das duale LP zu (a) lautet:
max 4du; —4dus +Tus —Tug +12us —12ug +v
s.t. Uy +uo +us +uy +us +ug = 1
2U1 —211,2 +12U3 —12’IL4 —|—15’U,5 —15U6 +v < 0
9u; —9us +15uz —1buy +13us —13ug +v < 0
Tuir —Tug +8ug —8uy +6us —6bug +v < 0
Ju; —3us  +2ug —2uy  +5us —bug 4+v < 0
Utly...,Up > 0

(c) Statt die 2-Norm zu minimieren, kann man auch das Quadrat der 2-Norm minimieren. Dann lautet

das Optimierungsproblem:

min (221 + 979 + Tas + 3w4 — 4)% + (1221 + 1529 + 823 + 224 — 7)% + (1521 + 1332 + 623 + 52y — 12)?
st. T4+ T2t T3t+Tga=1
Hausiibung

H 18 (5 Punkte)
Betrachten Sie folgendes LP:

max 2¢1 4+ 3x0 — x3 — 12x34
st. —2xr1 — 922 + x3 + 94 < O
%xl + ®2 — 3x3 — 204 < O
x1, , L4 > 0
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5

Uberfiihren Sie das LP in Standardform (fiigen Sie fiir die Ungleichungen die Schlupfvariablen z5 und
x6 ein). Dann ist B := (5,6) eine zuléissige Basis, mit der der Simplex-Algorithmus gestartet werden

kann.

Verwenden Sie bei Pricing und Ratio-Test folgende Auswahlregeln:

e Pricing: die Nichtbasisvariable x; mit den kleinsten reduzierten Kosten tritt in die Basis ein,

e Ratio-Test: stehen mehrere Basisvariablen xp, zur Auswahl, so verldfit die mit dem kleinsten

Index 7 die Basis.

Zeigen Sie, dass der Simplex-Algorithmus mit diesen Auswahlregeln in einer nicht optimalen Ecke

hingenbleibt (zykelt oder kreiselt).

LP in Standardform:

—min —2x1 — 32 + x3 + 1214
s.t. —2x1 — 922 + x3 + 9x4
%1’1 + x2 - %963 - 2my

Startbasis: B = (5,6), N = (1,2,3,4); Tp = (Z5,%6)" = (0,0)7,

Iteration 1:

BTRAN: 75 =(0,0)T.

Pricing:  zZy = (—2,-3,1,12)7, j = 2, 5 betritt die Basis.
FTRAN: w= (-9, )

Ratio-Test: ~ = 0; ¢ = 2, Tg verldsst die Basis.

Update: g = (0,0)T; B = (5,2), N = (1,6,3,4), 2o = 0, ZF = 0.
Iteration 2:

BTRAN: ¢y =(0,-3)T

Pricing:  zy = (—1,3,0,6)T, j = 1, 7 betritt die Basis.
FTRAN: w=(1,3)"

Ratio-Test: v =0;1 =1, T5 verldsst die Basis.
Update: Tp = (

Iteration 3:

BTRAN = (—1,-12)7T.

FTRAN
Ratio-Test: v =0; 1 =2, Xy verldsst die Basis.
(

Update: Zp = (0,0)T; B = (1,4), N = (5,6,3,2), T, = 0, ZF = 0.

Iteration 4:

BTRAN: 5= (0,-6)".

Pricing:  Zy = (0,6, —1,3)T, j = 3, 3 betritt die Basis.
FTRAN: w=(1, %) .

Ratio-Test: ~v=0;1¢ =1, ¥ verldsst die Basis.

Update: zp = (0,0)7; ( 4), N =(5,6,1,2), 73 =0, ZF = 0.

Iteration 5:

0,007; B=(1,2), N = (5,6,3,4), 21 = 0, ZF = 0.

y=(
Pricing:  zZy = (1,12, -2, -3)T, j = 4, 4 betritt die Basis.
w = (

AVANI

@)

Zielfunktionswert: 0.



Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 8, Losungsvorschlag 6

H19

BTRAN: 4§ =(2,3)T
Pricing:  zZy = (—2,-3,1,12)T, j = 6, Z¢ betritt die Basis.
FTRAN: w=(-9,1)T

Ratio-Test: ~ =0; 1= 2, T4 verlisst die Basis.
Update: g = (0,0)”; B = (3,6), N = (5,4,1,2), T = 0, ZF = 0.

Iteration 6:

BTRAN: 3= (1,007
Pricing: Zy = (—1,3,0,6)", j = 5, 5 betritt die Basis.
FTRAN: w=(1,3)T.

Ratio-Test: ~v=0;1¢ =1, X3 verldsst die Basis.
Update: g = (0,0)T; B = (5,6), N = (3,4,1,2), z5 = 0, ZF = 0.

Nach sechs Iterationen sind wir wieder am Anfang.

(5 Punkte)
Sei A € R™*™ und b € R™ gegeben, sei y € R. Betrachten Sie das LP

min —y

st. Ax < yb
y < 1
T,y >

Zeigen Sie, dass dieses LP stets eine Optimallosung besitzt und dass der optimale Zielfunktionswert
entweder 0 oder —1 ist.

Das LP besitzt zuldssige Punkte, z.B. x = 0,y = 0. Da das Problem ebenfalls beschrinkt ist, folgt die
Existenz einer Optimallésung.

Sei nun y optimal mit zugehorigem T und Zielfunktionswert ungleich 0, insbesondere also auch y > 0.
Falls § # 1, so lassen sich die Ungleichungen Az < yb, y < 1 mit 1/y multiplizieren, ohne ihre
Giiltigkeit zu verlieren. (z,y) = (%, 1) ist folglich ebenfalls zuléssig mit niedrigerem Zielfunktionswert.

Der optimale Zielfunktionswert muss dementsprechend 0 oder —1 sein.

Alternativer Beweis mit Hilfe des Simplex-Algorithmus:
Das LP ist nach unten durch —1 beschrinkt, da y < 1. Wir fithren Schlupfvariable z1,. .., zy41 ein
und erhalten folgendes LP in Standardform:

min —y
st. Ax—by+(z1,...,2zm)T = 0
Y+zmp = 1
€T,Y,z Z 0

Als Startbasis wéhlen wir die Schlupfvariablen und als primal zuléssige Losung zg = (0,...,0,1) > 0.
Aus der Beschridnktheit und Zuléssigkeit folgt die Existenz einer Optimallésung.

Wir wenden nun den Simplex-Algorithmus mit Blands Auswahlregel an und gelangen in endlich vielen
Schritten von der Startlosung zur Optimallsung. Dabei kénnen folgende zwei Félle eintreten:

1. Fall: Die Schlupfvariable z,,11 hat die Basis nie verlassen (daher z,11 = 1). Dann édndert sich die
Basislosung wéihrend des Iterierens nicht (es werden nur degenerierte Austausschritte durchgefiihrt),
da v im Ratio-Test immer den Wert 0 hat. Also hat y bei Abbruch des Verfahrens den Wert 0 (egal,
ob es in der Basis ist oder nicht). Somit ist der optimale Zielfunktionswert Null.

2. Fall: Die Schlupfvariable z,,11 verldsst die Basis (daher z,+1 = 0). Dann muss y = 1 sein wegen
Y + 2Zm+1 = 1. Damit ist die untere Schranke erreicht und der Algorithmus bricht ab.

Somit kommen nur 0 und —1 als Optimallésungen vor.
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H 20 (5 Punkte)

A furniture maker has a line of four types of desks. They vary in the manufacturing processes and
their profitability. The furniture maker has avaiable 6000 hours of time in the carpentry shop, and
4000 hours of time in the finishing shop. Each desk of type 1 required 4 hours of carpentry and 1 hour
of finishing. Each desk of type 2 requires 9 hours of carpentry and 1 hour of finishing. Each desk of
type 3 requires 7 hours of carpentry and 3 hours of finishing. Each desk of type 4 requires 10 hours
of carpentry and 40 hours of finishing. The profit is $12 for each desk of type 1, $20 for each desk of
type 2, $28 for each desk of type 3, and $40 for each desk of type 4. How should the production be
scheduled to maximize the profit? Model this problem by linear programming and solve your model
with the Simplex algorithm. Does your solution coincide with SCIP’s answer?

Let x;, 1 < i < 4, be the number of desks the furniture maker is going to produce. In standard form
we obtain the following model:

min —12x7 — 20z — 2823 — 4024

s.t. 41 + 929 + Txz + 1024 +z5 = 6000
T1 + x2 + 33 + 4024 +xg = 4000
L1y-.-5L6 < 0.

Startbasis: B = (5,6), N = (1,2,3,4), zp = (T5,%¢)" = (6000,4000)7, Zielfunktionswert: 0.

Iteration 1:

BTRAN: 3 =(0,0)T.

Pricing:  zZy = (—12,-20,-28, —40)7, j = 1.

FTRAN: w= (4,1)T.

Ratio-Test: v = min{%®, 4000} — 1500; i = 1.

Update: g = (0, 2500) :B=(1,6), N =(2,3,4,5,), 5 = (1500, 2500)7 .
Iteration 2:

BTRAN: 3= (-3,0)T.

Pricing:  zy = (7,-7,-10,3)", j = 2.

FTRAN: w=(%,-3)T.

Ratio-Test: ~ = @; i=1.

Update: 25 = (0,207 B = (2,6), N = (1,3,4,5), 25 = (2320, 10900),
Iteration 3:

BTRAN: g=(-%,0)7

Pricing: zZy = (—%, —%, —%, %)T, j=3.

FTRAN: w= (£, 2T

Ratio-Test: v = min{%% 1500} = %%0; j = 1.

Update: 25 = (0, 22997T: B = (3,6), N = (1,2,4,5), 25 = (290, 10007

Iteration 4:

BTRAN: ¢y = (—4,0)T.

Pricing:  zZy = (4,16,0,4)T >0, STOP.

An optimal solution is & = (0,0, @, 0,0, @)T with ¢z = 24000.

ZIMPL-Datei:
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set I := { 1 to 4};

var x[I] real >= 0;

maximize profit: 12#x[1] + 20%x[2] + 28%x[3] + 40%x[4];
subto carpentry: 4xx[1] + 9*x[2] + 7xx[3] + 10*x[4] <= 6000;
subto finishing: x[1] + x[2] + 3*x[3] + 40*x[4] <= 4000;

#  solution:

# objective value: 24000

# x[3] = 800
# x[4] = 40

Die Losungen stimmen also nicht iiberein, wohl aber der Zielfunktionswert!



