Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 7, Losungsvorschlag

Die Abgabe von Haustibung H15 ist auf ndchste Woche verlingert!

Gruppeniibung
G 20 Gegeben sei das LP
min —Tr1 — X2
s.t. T — Ty < 2
—2x7 + =z < 1
1,2 2

(a) Wandeln Sie das Problem in Standardform um, bestimmen Sie alle Basislésungen und berechnen
Sie fiir die zuléssigen Basislosungen den dazugehorigen Zielfunktionswert.

(b) Ist dieses LP lésbar? Falls ja, geben Sie die Optimallgsung an.

(a) Das LP lautet in Standardform:

min —xr1 — I9
s.t. KT — T2 + X3 = 2
—2x1 4+ x9 + x4 = 1
T1,22,T3, T4 > 0
Betrachten jetzt alle moglichen Basen:
1 -1 . 1 -1 -3 . o
By =(1,2) Ap = < 9] >, Ap, = < 9 ] ), rp, = < 5 ), nicht zuléssig
B (11 [0 —1/2 (12 . o
By =(1,3) Ap, = ( 9 0 ), Ap, = < 112 >, TRy, = < 5/2 >, nicht zuléssig
Bs = (1,4) AB3:< ! 0), A§1:<1 0), w33:<2>, zuléssige
; -2 1 3 2 1 9 . g
Basislosung,
ZF= =2
By =(2,3) AB4:<_1 1), A§1:<O 1), :UB4:<1>, zuléssige
1 0 4 11 3 . o
Basislosung,
ZF= —1
B /(-1 0 L[ -10 = .
Bs =(2,4) Ap, = ( 11 ), Ap. = < 11 >, Tpy = < 3 >, nicht zulédssig
10 _1 2 . .
Bs =(3,4) Ap, = 01 ) Ap, = Apg, v = | | zulédssige Basis-

I6sung, ZF= 0

(b) Das duale LP lautet:
max 2y1 + Y2

s.t yio— 22 < 1
-+ oy < -1
y,y2 < 0
oder dquivalent (ersetzen von y durch —y):
max —2y; — Y2
s.t. y1 — 2y2 > 1
-+ oy =2 1
y,y2 = 0

Durch Addition der beiden Ungleichungsnebenbedingungen erhélt man die giiltige Ungleichung —yo >
2, was der Vorzeichenbeschrankung ys > 0 widerspricht. Daher ist die zuléssige Menge des dualen
Problems leer. Da wir wissen, dass es primal zuléssige Punkte gibt, folgt daraus, dass das primale LP
unbeschrénkt ist.
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G 21 Seien P = P(A,b) ein Polyeder und F = {x € P|cTx = v} eine nicht-leere Seitenfliche von P. Dann
gilt:
eq(F)={ie M|3u>0,u; >0:u"A=c" u"b=~}.

Losungshinweis: Betrachten Sie das lineare Programm max{c’z | Az < b}. Dann ist F' die Menge der
Optimallésungen von LP. Verwenden Sie die Séitze vom komplementéren Schlupf.

Wegen max{c’x : Az < b} = —min{—c"z : Ax < b} betrachten wir das (LP)
min —c’'z
s.t. Ax <b

Dann ist F' die Menge der Optimallésungen von (LP). Das duale lineare Programm zu (LP) lautet:

max —ulb
(DLP) st. ulA=c"
u>0

Nach Voraussetzung ist F' # () und nach dem starken Dualitétssatz haben (LP) und (DLP) optimale
Losungen mit dem gleichen Zielfunktionswert ~y.

“C”: Sei i € eq(F). Aufgrund des Satzes vom starken komplementaren Schlupf existieren Opti-
mallosungen Z, @ von (LP) bzw. (DLP) mit u; > 0 < A;Z = b;. Da & eine Optimallésung von
(LP) ist, gilt Z € F, somit auch A;. T = b;. Fiir eine Optimallésung 4 von (DLP) gilt

ﬂTA:cT, aTb:% >0 und wu; >0.

“37: Setze D = {i € M |3u > 0,u; > 0:ulA=c",uTb=~}. Seii € D, d.h. Ju> 0, u; > 0 mit
u’'A = ¢ und u”'b = . Dann ist u optimal fiir (DLP). Aus dem Satz vom schwachen komplementaren
Schlupf folgt A;.x = b; fiir jede Optimallésung x von (LP). D.h. A;.x = b; fiir alle x € F und somit
i€eq(F).

G 22 Gegeben sei das Héngegertist wie in Abb. 1. Die Kabel 1 und 2 kénnen je 300kg Last, die Kabel 3 und
4 je 100kg und die Kabel 5 und 6 jeweils 50kg Last tragen. Unter Vernachlédssigung des Gewichts der
Kabel und der Bohlen soll das maximal zuléssige Gesamtgewicht y1 + yo + y3 fiir die Lasten gefunden
werden.

(a) Formulieren Sie dieses Problem als lineares Programm.

(b) Stellen Sie das dazugehorige duale lineare Programm auf und diskutieren Sie seine Bedeutung.

Abbildung 1: Zu G21.

Die Last verteilt sich jeweils linear auf die beiden Kabel im Verhéltnis zum Abstand der Last zum
Kabel. Von unten beginnend:
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Kabel 6:  Sys <50
Kabel 5: %yg <50

Kabel 4:  y2 + 3(3y3) < 100
Kabel 3:  3y2 + 3(3y3) < 100
Kabel 2: 7(3y2 + 5(3us)) + 7(302 + 3(3y3)) + 2v1 + 7(5us) < 300
Kabel 1: - 2(3y2 + 5(3us)) + 7 (302 + 3(3y3)) + 2v1 + 7(5u3) < 300

Damit erhalten wir folgendes LP:

max Y1 + Y2 + Y3
st. 2y 4+ 2y 4+ 2ys < 300
2 4+ 2y + 2ys < 300
Jy2 + Zyz < 100
Tyo + gys < 100
sys < 50
z3ys < 50
Y, Y2, y3 = 0

Das duale dazu:

min 300k; + 300k; + 100ks 4+ 100ky + 50ks + 50kg
s.t. %kl + %kg > 1
2k 4+ 2ke +  2k3s + ik =
Sk + Fhe + Bk + gka + 3ks + ke > 1
ki, ko, k3, ka, ks, k¢ > 0.

Anhand des dualen LP koénnen wir leicht entscheiden, welche Seile verstédrkt werden miissten, um
mehr Last zu tragen (dieses sind Seile i mit k; > 0 in einer Optimallosung k), bzw. welche Kabel
durch weniger starke ersetzt werden kénnten, aber das Geriist trotzdem noch die gleiche Last trégt
(dieses sind Kabel i mit k; = 0 in einer Optimallésung k).
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Hausiibung
H 16 (5 Punkte)
Gegeben sei das lineare Optimierungsproblem
min ¢’z
st. Ax=b
x>0

H17

Zeigen Sie: Besitzt das obige LP eine nicht-degenerierte optimale Basislosung, so besitzt das dazu

duale LP eine eindeutige Optimallosung.

Sei Tp die nicht degenerierte optimale Basislosung und B C {1,...,n} die zugehdrige Basis mit

Ip = Aglb > 0. Da T nicht degeneriert ist, ist diese Basis eindeutig bestimmt.

Da (P) eine Optimallésung besitzt, hat auch (D) eine solche. Sei nun j irgendeine Optimallésung des

dualen LPs.

Da fiir alle i € B gilt T; > 0, folgt aus dem Satz vom schwachen komplementédren Schlupf:

grA;=c¢; YieB.

In Matrixschreibweise: 47 Ap = cg bzw. Aggj = cp. Da Ap regulir ist, ist § = ABTCB eindeutig

bestimmt.

(5 Punkte)

Gegeben sei das folgende lineare Problem

max 7x; + 6z9 4+ bxs

s.t. r1 + 3x2 + bz

41 + 2x0 — 2zx3

(P) 2x1 + 4dxzo +  4dx3
3x1 + w3 + 2x3

(a) Formulieren Sie das duale Problem zu (P).

21‘4
21’4
Ty
21’4
Ty

L1y

+ o+

3:55
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(b) Priifen Sie mit Hilfe des Satzes vom komplementéren Schlupf, ob z = (0

mallosung von (P) ist.

(a) Das duale Problem zu (P) lautet:

min duq

s.t. U1

3’LL1

(D) duy
—2u1

2u1

L+ 4+

+ +

(b) Inz = (0,%,2,2.0)T sind die erste, zweite und vierte Nebenbedingung von (P) aktiv, die dritte

’ 31373

Ungleichung ist inaktiv. Wenn & optimal fiir (P) ist, gilt laut Satz vom schwachen komple-

3UQ
471,2
271,2
QUQ
U2
Uz

+ o+

+

5U3
2U3
4U3
4U3
2U3
5U3
Uy

+ 4+

g ..

mentéren Schlupf fiir eine Optimallésung @ von (D): ug = 0.

Da %9, %3,%4 > 0, miissen in (D) die zweite, dritte und vierte Ungleichung aktiv sein. Zusammen

mit u3 = 0 ergibt dies das Gleichungssystem

3ul + 2uo + uy
du1 — 2ug + 2uy

—2u1 + ug — uy

Ug
3U4
Ug
QU4
Ug
QU4
» Ug
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,0)T eine Opti-
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Die eindeutige Lésung hiervon ist uy = ug = ug = 1. Die so errechnete Losung (ui,...,us) =
(1,1,0,1) ist jedoch fiir (D) nicht zuléssig, da sie die fiinfte Ungleichung von (D) nicht erfiillt.

Daher kann auch T nicht optimal fiir (P) sein.



