Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 3, Losungsvorschlag
Gruppeniibung

G 8 Das Polyeder P(A,b) sei durch die folgenden Ungleichungen gegeben:

41 — 229 < 2
—r < 1
—r9 < 1
—tr — 31y < -3
T1+4xe < 14
Tr1—3x9 < 5
zy < 3

(a) Uberfiihren Sie P(A,b) in ein Polyeder P=(D,d) = {x € RP : Dx = d,x > 0}.
(b) Bestimmen Sie alle nicht-trivialen Seitenflichen von P, und geben Sie jeweils eine giiltige Un-
gleichung an, durch welche die Seitenfléche induziert wird.

(¢) Betrachten Sie nun das Polyeder P’, welches aus P durch Hinzufiigen der Ungleichung
—dx1 + %962 < —%

entsteht. Bestimmen Sie alle nicht-trivialen Seitenflichen von P’. Welche Ungleichungen sind fiir
die Beschreibung von P’ unwesentlich?

(a) Verwende x; = ZL‘j_ —x; mit x;r, x; > 0 und Schlupfvariable y; > 0. Dann hat das Polyeder die

Form:
dry — dxy — 2o 4+ 22, + oy = 2
—af + @y + oy =1
— x; + oz + oy3 = 1
—saf o+ ogr = By o+ Jw, oy = -
xf—xl_+4x;—4x2_+y5:14
Ty — Txy — 3z5 4+ 335, + yg = 5
a:iF - @ + yr = 3
(b) Neben den trivialen Seitenfléichen () und P selbst hat P noch acht weitere nicht-triviale Seiten-
fldchen:
Fi = Pn{zeR?:xy +4xy = 14}
Fo = Pn{zeR*:2 =1}
Fs = PO{QTER2:7%$1*%IL’2:*%}
Fi = Pn{zxcR?:4x) — 2z0 =2}
Fs = Pﬂ{x€R2:%xl—%xzz—%}:{(m,g)}
Fo = Pn{rxeR?*: 5z + 2y =16} = {(2,3)}
Fr = Pﬂ{xeRz:xl—i—xgzg}:{(—l,%)}
Fs = Pn{zeR?: -z +2 =2} ={(-1,)}

c) Esgilt: —5x1 + Sp9 < —2 = 4z — 229 > 2. Somit ist P’ das Geradenstiick zwischen den Punk-
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ten (10/7,13/7) und (2, 3) und besteht somit aus den Seitenflichen F5 und Fg sowie den trivialen

Seitenflichen P’ und (). Die Ungleichungen 3, 4, 5 und 7 sind unwesentlich zur Beschreibung von

P
G9 (A) Welche der folgenden Mengen sind Polyeder? Begiinden Sie Thre Entscheidung.
(a) My :={ya1 +y2a2: -1 <y <1, -1 <yp < 1}, mit ag,a2 € R",
b)) My={zeR":z>011z= LY wia; = by, Yo xa? = b, }, mit ay,...,a, € R
und b1, b9 € R. 1 sei der Vektor in R", dessen Komponenten alle gleich 1 sind,
(c) Mz :={zeR":2>0,27y <1 fiir alle y mit ||yl = 1},
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(B) Eine Menge K heifit Kegel, wenn mit « € K auch ax € K fiir jede Zahl o > 0.

(a) Beweisen oder widerlegen Sie: Jeder Kegel ist konvex.

(b) Zeigen Sie: Ein polyedrischer Kegel der Form K = {x € R™ : Ax < 0} (mit A € R™*") hat
hdchstens einen Extrempunkt, ndamlich den Ursprung.

(A) (a) M ist ein Polyeder, da durch endlich viele lineare Ungleichungen beschrieben.

(b) My ist ein Polyeder, da durch endlich viele lineare Gleichungen und Ungleichungen beschrie-
ben.
(c) Es gilt:
2Ty <1 Vymit|yla=1 <= |z]2<1.

Beweis: (<=): Aus ||z|2 < 1 und ||y||2 = 1 folgt wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
1> [lz]2]lyll2 > =Ty
(= ): Angenommen, es existiert x mit ||x||z > 1 und Ty < 1 fiir alle y mit ||y||2 = 1. Setze

y = (1/||z||2)z. Dann gilt ||g|l2 = 1, und

2y = La;Tx = ||lz|l2 > 1,
]2
ein Widerspruch.
Daher ist M3 der Durchschnitt von Einheitskugel B = {x € R" : ||z||2 < 1} und R}, M3
kann zwar als Durchschnitt von Halbrdumen beschrieben werden, aber nicht als Schnitt von
endlich vielen Halbrdumen, daher ist M3 kein Polyeder.

(B) (a) Nicht jeder Kegel ist konvex. Zum Beispiel die Menge K = K1 U Ko mit

G10 (A)

Ki={zeR?:z2=ae,a>0}, Ko={zeR?:2=aeya>0}

(e1, ez die Einheitsvektoren in R?) ist ein Kegel, aber nicht konvex.

(b) Seixz € K, x # 0. Zu zeigen: z ist kein Extrempunkt.
Da mit x € K auch ax € K fiir alle a« > 0, gilt

y:%xelc und z:%azelC.

Damit ist

T = %y + %z
eine Darstellung von x als echte Konvexkombination von Punkten aus K, daher ist x kein
Extrempunkt.

Betrachten Sie die konvexe Funktion f(x) = max{c’x + o, d’ = + 3}. Formulieren Sie das Opti-
mierungsproblem

min{f(z) : Az = b,z > 0}
als lineares Problem (lineare Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen). Dabei seien «, 5 € R,
beR™, ¢,de R AecR™*™,

Zum naherungsweisen Losen iiberbestimmter Gleichungssysteme Az = b, A € R™*" z € R",
b€ R™ m > n, wird oft ein Optimierungsproblem formuliert, in dem das Residuum beziiglich
einer gegebenen Norm minimiert werden soll:

min ||Az — b||
TzER™
Formulieren Sie dieses Problem als lineares Programm fiir:

(a) Die Maximumnorm
[v]loo := max o]
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(b) Die Summennorm

(A) Das Problem kann als lineares Optimierungsproblem formuliert werden, indem man eine zusétz-
liche Variable y € R einfiihrt. Bezeichnet man y = max{cT:): +a,d"x + B}, so besteht das
Optimierungsproblem darin, y zu minimieren. Als Nebenbedingungen erhéilt man aus der Defi-
nition von y:

cTa:—i-ozgy und de+ﬁ§y.

Das LP lautet dann:

min y

s.t. y—chZa
y—d'z>p
Az =b
z>0

(B) (a) Wie in (A) fiihren wir eine zusétzliche Variable t € R ein und setzen t = [[Ax — b||oc =
maxX;—1..n ‘AZ.’L' — bz|
Damit ergibt sich das folgende lineare Programm:

min ¢
st. —t<Ajx—b;<t,i=1...m
t>0

(b) Zum Minimieren der Summe Y ;* |A;x — b;| fithren wir diesmal einen Vektor t € R™ ein
mit t; = |A;x — b;|. Damit erhalten wir das lineare Programm
min Y "t
st. 4 <Ax—b;<t;,i=1...m
t>0
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Hausiibung
H7 (5 Punkte)
Ein Rad ist ein Graph W,, = (V, E) mit den Knoten V :={0,1,...,n} und den Kanten
E:={{0,i}:i=1,...,n}U{{i,i+1}:i=1,...,n =1} U{{n,1}}.

Sei das Polyeder P definiert durch

P={zeRPl: Y u,;=2VieV,0<z <1VecE}.
(i.j)eE
(a) Berechnen Sie die Dimension von P.
(b) Beweisen Sie, dass die Ungleichungen z. > 0 fiir alle e € F redundant sind.

(c) Beweisen Sie, dass die Ungleichungen zo; < 1 fiir alle i = 1,...,n redundant sind.

(a) (2 Punkte)

Behauptung: dim(P) = |E| — |V]. Dazu ist zu zeigen: rang(Aeqp)) = |V|. Da die Matrix Aqqp)
genau |V| Zeilen hat, es bleibt zu zeigen, dass die Zeilen linear unabhéngig sind. Seien also
A0y -y A € R mit \gAg. + ...+ \yAn.. Zu jedem i € {1,...,n — 1} betrachten wir den von den
Knoten {0,4,7+ 1} und Kanten {(0,1), (0,7 + 1), (¢,i + 1)} induzierten Dreieck. Die zugehérigen

Eintrége in der Matrix Aqqp) sind:

Kanten
(0,7) (0,i+1) (i,i+1)
0 1 1 0
Knoten 1 1 0 1
1+ 1 0 1 1

Alle andreren FEintrége in den Spalten sind gleich Null. Daher erhalten wir

M+ N =
Ao+ Aip1 =
i+ A1 =

:>/\0:)\i:)\i+1:0-

(b) (1 Punkt)
Sei 1 < i <n. Es gilt:

2=woi +xi1i+ Tig1 < Tiitltl=oi0,+2
=
0 < ziq,.
Analog zeigt man 0 < zg; und 0 < z;_1; .
(c) (2 Punkte)
Wir zeigen xo; < 1 fiiri € {1,...,n}. (Falls i = 1 bzw. i = n nehmen wir i — 1 := n bzw.

i+ 1:=1.) In der Radnarbe-Gleichung
$0,1+---+$0,i+---+$0,n:2

substituieren wir alle anderen Speichen # (0,1) mittels der Gleichungen

Toj =2 —Tj—1j — Tjj+1
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und erhalten

zoi + Y (2 wjory— zj0) =2
J#i
o = 2—2(n—1)+xi—1;+ ®iit1+ Z 2x5-1,5.
J#ii+1
Nun setzen wir x;_1; + ;41 = 2 — To,; ein und schitzen mit Hilfe der Ungleichungen x;;4+1 <1
ab:
2m0; =2-2(n—2)+ Y 2r1;<2-2(n—2)+2(n—2)=2.
J#Li+1

Damit gilt xg; < 1.

H8 (5 Punkte)

(A) Wir definieren den Trager von x € R™ als supp(z) = {i € {1,2,...,n} : x; # 0}. Beweisen Sie:
Fiir x € P=(A,b) CR" sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) = ist eine Ecke von P=(A,D).

(2) rang(Agupp) = ‘supp(x)‘.
(3) Die Spaltenvektoren A.;, j € supp(z), sind linear unabhdngig.

(B) Eine Matrix A € {—1,0,1}"*™ heifit total unimodular, wenn fiir jede quadratische Untermatix
A" von A (d.h. A’ ist durch Streichen von Zeilen und Spalten aus A hervorgegangen) gilt:

det(A") € {-1,0,1}.

Seien A total unimodular und b € Z™. Beweisen Sie: Ist A total unimodular, dann hat das
Polyeder P=(A,b) nur ganzzahlige Ecken.

Losungshinweis: Verwenden Sie (A) auf einen Eckpunkt z. In A supp(z) finden Sie dann eine
geeignete quadratische Untermatrix Argupp(s)- Stellen Sie z als Losung des Gleichungssystem
Arsupp(z)®1 = by dar. Dieses Gleichungssystem lésst sich mittels der Cramerschen Regel analy-
sieren — was fillt an den dort vorkommenden Determinanten auf?

(A) (2 Punkte)
(1) = (2): Setze

A b
D=| -4 |, d=| -b
-1 0

Dann ist P(D,d) = P=(A,b), und wir kénnen den Satz 3.25 iiber die Charakterisierung der
Ecken eines Polyeders der Form P (D, d) verwenden.
Sei dazu x eine Ecke von P=(A,b). Dann ist  auch eine Ecke von P(D,d). Es gilt

A
Dieq{a}) = —;4
—4J

mit J ={j:z; =0} ={1,...,n} \ supp(z). Nun gilt

A

rang | —A :n:rang<_IA>.
I J

Aus der letzten Matrix streichen wir nun alle Spalten j € J, d.h. die Spalten j mit x; = 0. Es
bleibt die Matrix (A.gupp(x)) iibrig. Da die Spalten vor der Streichung linear unabhingig waren,
sind sie es nachher auch, der Rang reduziert sich also zu

rang(A.supp(z)) = n — |J| = [supp(z)|.
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(B)

(2) = (1): Alle Schritte im ersten Teil des Beweises sind umkehrbar. Daraus folgt die Implika-

tion.

(2) <= (3): folgt direkt aus der Definition von supp und rang.

( 3 Punkte)
Sei 2z € R™ eine Ecke von P=(A,b). Ist supp(z) = 0, so ist x = 0 und ganzzahlig. Ist supp(x) # 0,
so zeigen wir, dass x; ganzzahlig ist fiir jedes i € supp(z). Mit (A) folgt

rang(A,supp(X)) = |supp(x)|.

Da der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang ist, gibt es eine Indexmenge I C {1,...,m} mit
|I| = |supp(z)| und die Zeilenvektoren (A;.)icr sind linear unabhéngig. Somit erhélt man aus
A supp(x) mittels streichen der Zeilen i € {1,...,m} \ I die quadratische Untermatrix Ajgupp(a)
von A mit

I‘ang(‘AIsupp(X)) = ’SUpp(X) ‘
Da A total unimodular ist, gilt det(Agpp(x)) € {—1,0,1}. Da der Rang der Matrix maximal ist,
scheidet die Null aus. Fiir die Ecke z gilt

Alsupp(w)Tsupp(z) = i,
wobel g,y derjenige Teilvektor von x ist, den man durch Streichen aller Komponenten i mit
x; = 0 erhédlt. Nach der Cramer’schen Regel gilt

~ det(C)
det (AIsupp(X) ’

T

wobei C' diejenige Matrix ist, die aus Ajgpp(z) durch Ersetzen der i-Spalte durch by hervorgeht.
Da C nur aus ganzen Zahlen besteht, ist det(C) ganzzahlig. Also ist x; € 7Z fiir alle i € supp(x).

H9 (5 Punkte)

(A)

Der Hauptausschuss eines Unternehmens plant Ausgaben fiir das kommende Jahr. Es wurden
sieben Projekte aus zwei Abteilungen A und B vorgelegt. Projekte 1, 2, 3 und 4 hat die Abteilung
A vorgeschlagen, Projekte 5, 6, und 7 die Abteilung B. Der zu erwartende Aufwand und Gewinn
ist bei allen Projekten in etwa gleich hoch, aber bei der Auswahl sind bestimmte Randbedingun-
gen zu beachten. Modellieren Sie diese Problemstellung als Optimierungsproblem mit linearer
Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen.

(a) Das Budget reicht nicht fiir alle Projekte.

(b) Mindestens ein Projekt aus jeder Abteilung muss bewilligt werden.

(¢) Projekt 7 kann nur dann gewihlt werden, wenn Projekt 1 nicht gewihlt wurde.

(d) Projekte 2 und 3 kénnen nicht zusammen bewilligt werden und beide basieren auf Er-
gebnissen des Projektes 5.

(e) Es muss genau eine der Alternativen gew#hlt werden: entweder mindestens zwei Projekte

aus der Abteilung A oder mindestens zwei Projekte aus der Abteilung B.

Formulieren Sie das Optimierungsproblem mittels der Modellierungssprache ZIMPL und berech-

nen Sie die Losungen mittels des MIP-Losers SCIP. Die Informationen hierzu finden Sie auf der

Internetseite der Veranstaltung (s. Informationsblatt).

Abgabe: Bitte die ausgedruckte ZIMPL-Datei sowie die Lésung in Zweiergruppen abgeben.

(A) (3 Punkte)

Zur Modellierung der Entscheidung, ob Projekt i durchgefiihrt wird, bendtigen wir Binédrvaria-
blen, d.h. Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen. Fiirt=1,...,7 sei

~_ | 1 wenn Projekt © durchgefiihrt wird
Pi=1 0 sonst.

Ziel ist es, so viele Projekte wie mdglich durchzufiihren: max Zzzl Di-
Wir erhalten die Bedingungen:
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1. pi+...+p7 <6,
2.pr+p2+p3+pi>1,
ps+pe+pr =1
3. pr<1-—p,
4. p2 + p3 < ps,
5. firx €{0,1}: 142 <p;+p2+ps+ps <1+ 3z,
2—x<p5s+ps+pr <3—2w.
x = 1, wenn mindestens zwei Projekte aus der Abteilung A gewéhlt werden,
x = 0, wenn mindestens zwei Projekte aus der Abteilung B gewéhlt werden.
(B) (2 Punkte)
ZIMPL-Modell:
set A := {1 to 4}
set B :={ 5 to 7 };
var p[A union B] binary;
var x binary;

maximize projects: sum <i> in A union B: pl[il;
subto a: sum <i> in A union B: pl[i] <= 6;
subto bl: sum <i> in A: p[i] >= 1;

subto b2: sum <i> in B: p[i] >= 1;

subto c: p[7] <=1 - p[1];

subto d: p[2] + p[3] <= pl5];

subto el: sum <i> in A: p[i] >= 1 + x;
subto e2: sum <i> in A: p[i] <= 1 + 3x*x;
subto e3: sum <i> in B: p[i] >= 2 - x;
subto e4: sum <i> in B: p[i] <= 3 - 2x*x;

Lésung:
Zielfuktionswert: 4
Variablen: py =p2 =p3=0,ps=ps=ps=pr =1, 2 =0



