Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 2, Losungsvorschlag

Gruppeniibung

G4

G5

Welche der folgenden Funktionen sind konvex, welche konkav, welche weder konvex noch konkav?

(a) f(z,y) =2y,
(b) f(=, y)—2wy—w -2
(c) flz,y) = @ auf Ri,

)

(d) jede Norm lz|l, (1 <p < +4o0) auf R™,
. R 01
(a) Die Hesse-Matrix V*f(z) = 1o

Deshalb ist f weder konvex noch konkav.

-2 2
2 =2

> hat die Figenwerte +1 und —1 und ist daher indefinit.

(b) Die Hesse-Matrix V*f(x) = (
semidefinit. Deshalb ist f konkav.
(c) Die Hesse-Matrix lautet

) hat die FEigenwerte 0 und —4 und ist daher negativ

0 —
2 Yy
vof (x) = < 1 2 >
Y v
2 2
die Figenwerte sind ﬁ#, was sowohl positiv als auch negativ sein kann. Es gibt also Punkte,

an denen die Hesse-Matrix indefinit ist, daher ist f weder konvex noch konkav.

(d) Jede Norm auf R™ erfiillt (wegen der Normaxiome) die Definition einer konvexen Funktion: Seien
x1,x2 € R™ und sei A € [0,1]. Dann ist

[Az1 + (1 = N2, < [Az1llp + [[(1 = N)z2|lp = M@l + (1 = N[22,

Daher ist jede Norm eine konvexe Funktion.

(A) Der Epigraph £(f) einer Funktion f : R™ — R ist definiert als
E(f) ={(z,0) eR* xR f(z) < aj.

Stellen Sie £(f) fiir f(x) = 22 grafisch dar und beweisen Sie folgenden Satz: Sei f : R* — R.
Dann gilt: f ist konver <= E(f) ist konvex.

(B) Seien fi, fo : R™ — R konvexe Funktionen und sei a > 0. Zeigen Sie: Dann sind auch die
Funktionen afi, fi + fo und max[fi, fo| konvez.
Finden Sie Gegenbeispiele, die zeigen, dass (fiir fi, fo konvex) die Funktionen f; — fo, min[f1, fo]
bzw. f1 - fo nicht notwendigerweise konvex sind.

(A) (=) Sei f konvex, und seien (x1,a1), (2, a2) € E(f) und A € [0, 1]. Wir miissen zeigen, dass
()\xl + (1= Na, A+ (1— )\)ag) e &(f).

Da (x;, ;) € E(f), gilt laut Definition des Epigraphen f(x;) < o fiir i = 1,2. Da f konvex ist,

gilt
Az 4+ 1 =XNz2) < Af(x1)+(1 = A) f(x2)
<o <az

< Aar+ (1= Naa.

Dies ist gleichbedeutend damit, dass <)\x1 + (1= XNzo, Aag + (1 — )\)a2> e &(f).
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(B)

(<) Sei £(f) konvex, und seien x1, x5 € R™ und A € [0, 1]. Nach Definition des Epigraphen sind

die Punkte
(1,7 @). (w2, fl2)) € EC).
Da &(f) konvex ist, gilt
(Ae1 + (1= Naa, Af(@n) + (1= N f(22)) € E(f).
Dies ist gleichbedeutend damit, dass
fQz1 + (1= Naz) < Af(x1) + (1= ) f(22),

daher ist f konvex.
Seien x,y € R™, und sei A € [0,1].
Beweis fiir afi: Aus fi(Az + (1 — N)y) < Afi(x) + (1 = N) fi(y) folgt fiir o > 0:

oA+ 1=y < a[Af@) + 1= NA)| =A(ah) @) + (1 -2 (af)w).
Beweis fiir fi + fa:

fidz+ (1 =Ny) < AMi(@)+ (1 =Nfi(y)
LAz + (1 =Ny) < Afa(z) + (1= A)fa(y)

Addition der beiden Gleichungen liefert das Gesuchte:
(14 £2)Oe+ (=29 <A(fi+ ) @) + 1= 2)(fi + £2) @)

Beweis fiir max|[f1, f2]: analog.

Alternative: Verwende Epigraphen: £(max|[f1, fa]) = £(f1) NE(f2). Als Durchschnitt zweier kon-
vexer Mengen ist €(max|[f1, f2]) eine konvexe Menge, daher ist max|fi, f2] eine konvexe Funktion.
Gegenbeispiele: (f1 — fo)(x) = z — 2%, min[z?, (x — 1)?] und (f; - fo)(x) = 2 - 2? sind nicht konvex.

G 6 Formulieren Sie als Optimierungsproblem und untersuchen Sie, ob die Zielfunktion und die zuléssige
Menge konvex sind:

Ein Kaufer méchte 150 000 Stiick einer Ware kaufen. Drei Verkaufer legen Angebote vor, die in der
folgenden Tabelle beschrieben sind. Es sind jeweils die Fixkosten (sie entstehen unabhingig davon,
wie viel gekauft wird) und die Stiickpreise in GE angegeben. Diese kénnen je nach gekaufter Menge
variieren. Auflerdem ist die Lieferkapazitit der Verkéufer beschrankt.

Seien 1, xo bzw. x5 die Stiickzahl, die bei Verkéufer 1, 2 bzw. 3 gekauft wird. Ziel ist es, so einzukaufen,
dass die Gesamtkosten minimal sind.

Verkdufer Fixkosten Stiickpreis Menge
1 3520.20 51.20 0 <z <50000
52.10 0 < z2 < 20000

51.10 20000 < z2 < 60000

2 82810.00 50.10 60000 < z2 < 80000
49.10 80000 < zo < 100000
3 0 60.50 0 < z3 < 50000
59.00 50000 < z3 < 80000

Die Tabelle ist so zu verstehen, dass beispielsweise fiir Verkdufer 2 das 20001ste Stiick zu einem
glinstigeren Preis angeboten wird als die ersten 20 000 Stiick.
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Die Kostenfunktionen f(x;) fiir Verkdufer i haben folgende Form:

0 fiir z1=0

fila) = { 3520.20 +51.20z; fiir 0 < z; < 50000
0 fiir z9=0
82810.00 4 52.10x5 fiir 0 < 2 < 20000
1124 810.00 + 51.10(x5 — 20 000)

faw2) = =102810.0 + 51.1022 fiir 20000 < 2 < 60000

162 810.00 + 50.10 fiir 60000 < 2 < 80000

\ 242 810.00 + 49.10> fiir 80000 < x5 < 100000
60.50x3 fiir 0<z3<50000

falzs) = { 75000.00 + 59.00z3  fiir 50000 < w3 < 80000

Die Zielfunktion, die minimiert werden soll, hat dann die Form fi(x1) + fa(x2) + f3(z3).

Nebenbedingungen sind x1 + x2 + x3 = 150000, da der Gesamtbedarf gedeckt werden muss, und die
Kapazitidtsbeschrankungen 0 < xy < 50000 fiir Verkdufer 1, 0 < xo < 100000 fiir Verkdufer 2 und
0 <3 < 80000 fiir Verkédufer 3. Damit haben wir das Optimierungsproblem

min  f1(21) + fa(w2) + f3(z3)
s.t. 1 + x2 + x3 = 150000
0 <z <50000
0 <z < 100000
0 < x3 < 80000
r1,T9,r3 €N

Die zulédssige Menge ist nicht konvex, da das Problem Ganzzahligkeitsbedingungen enthélt. f1, fa, fs
sind konkav, daher ist die Zielfunktion ebenfalls konkav.

Bekanntlich heifit eine Funktion f : R” — R affin, wenn f die Form f(z) = a’x + b hat, mit a € R"
und b € R. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Eine affine Funktion ist sowohl konvex als auch konkav.

(b) Eine Funktion, die sowohl konvex als auch konkav ist, ist affin.

(a) Durch einfaches Einsetzen in die Definition sieht man, dass affine Funktionen konvex und konkav
sind.

(b) Eine Funktion, die sowohl konvex als auch konkav ist, erfiillt
fAz+ (1 =Ny) =Af(2)+ (1 -Nfly) Vz,yeR", VAe0,1]

Definiere b := f(0) und g(z) := f(x)— f(0) = f(x)—b. Dann gilt g(0) = 0, und g erfiillt ebenfalls
die obige Ungleichung.

Wir zeigen als néchstes, dass
g(az) = ag(z) Vr e R", VaeR.
Sei zunéichst o > 1. Mit A= X ist A € [0,1] und z = X - ax + (1 — A) - 0. Daher
9(x) = g(A-az + (1= 1) 0) = Ag(az) + (1 = X)g(0) = g(az),

also g(ax) = ag(x).
Fiir o € [0, 1] vertauschen sich die Rollen von o und A.



Einfiihrung in die Optimierung, Ubung 2, Losungsvorschlag 4
Fiir oo < —1 setzt man A\ = ﬁ und verwendet 0 = X\ - ax + (1 — A\)x, um zu sehen:

1

0= 9(0) = r——glaa) -

9@

woraus g(ax) = ag(zx) sofort folgt.
Fiir o € [-1,0] vertausche wieder die Rollen von o und A.

Mit dhnlichen Argumenten zeigt man, dass
gx+y) =g(x)+g(y) Va,yeR"

Nun verwenden wir die Darstellung x = Y 1, z;e’, wobei €' der i-te Einheitsvektor ist. Damit

gilt:
g@ﬂ=g<§:m%>:§:mﬂé)
=1 i=1

T, und damit ist die gewiinschte Darstellung

Setzen wir a; = g(e'), so haben wir g(r) = a
fla)=a"z+b

gefunden.
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Hausiibung

H4 (5 Punkte)

(A) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Definitionen:
Definition 1: Eine Funktion f : R™ — R heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte z,y € R"™ und
A €0, 1] gilt:
FOz+ (1 =Ny) <Af(@) + (1 =N f(y).
Definition 2: Eine Funktion f : R™ — R heifit konvex, wenn fiir beliebige Punkte z1,...,z, € R"
und Ag, ..., A, > 0mit Y0\ =1 gilt:

p p
=1

(B) Beweisen Sie: Sei M C R"™ kompakt, und sei f : R™ — R konvez. Dann gilt:

max{f(x):z € M} = max{f(x): z € convM }.

(A) (3 Punkte)
Definition 2 = Definition 1: ist trivial. Definition 1 = Definition 2: Beweis mittels Induktion:
Fiir p = 2 ist die Aquivalenz klar. Nehmen wir also an, die Aussage sei fiir p gezeigt, und schlieBen
auf p + 1. Zu diesem Zweck seien x1,...,2pr1 € R™ und Ay, ..., A\pp1 > 0 mit EPH =1
gegeben. O.B.d.A. ist A\p41 # 1. Wir schreiben:

p+1 P
Z iz = Z Aii 4+ Apr1Tpr1 = (1 — Apr1) 2z + Apr12py,
i= i=1
wenn wir z =y b - i -; definieren. Es gilt:
p s p+1
{2
)\ )\ +1 == 1,

und 5 - =0 fiir allei = 1,...,p. Daher erhalten wir folgende Abschéitzung:

p+1
f (Z Aimi) = f((l — Ap+1)z + /\p+196‘p+1)
i=1

< (=) f(2) + Apra f(@pan)
P

= (1- Apr1)f (Z 1_)\;\:0+1$Z> + >‘p+1f($p+1)

i=1

i=1 Ap+1

IN

(1= Ap+1) + Apr1f(Tpi1)

p
= D Aif(@) + Apsrf(xpia)
=1
p+1

= > Aif(@).
=1

Die erste Ungleichung gilt, weil die Aussage fiir p = 2 gilt, die zweite Ungleichung gilt, weil die
Aussage laut Annahme fiir p gilt. Damit ist die Aussage fiir p + 1 gezeigt.
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H5

(B) ( 2 Punkte)

Da M kompakt ist und M C conv.M sind existieren x1 € M und x5 € conv.M, so dass
f(x1) =max{f(z): x € M} und f(x2) = max{f(z): x € conv.M}.

Wir wollen zeigen, dass f(z1) = f(x2) gilt.

1. Da M C convM gilt f(z1) < f(x2).

2. Da x9 € convM, existieren y1,...,yp € M und Ai,..., A\, mit \; +... 4+ A, = 1, so dass
T2 = My1 + ...+ A\yp. Da f konvex ist, gilt nach Definition 2:

flze) = fayr + o+ Apyp) S Af(yn) + oo+ 2 f(Yp) S Aif(zn) + .o+ Apf(21) = f1).

(5 Punkte)

(A)

(©)

Sei g : R — R eine konvexe, monoton wachsende Funktion (z <y = g(x) < g(y)). Sei M C R"
eine konvexe Menge und f : M — R eine konvexe Funktion. Zeigen Sie, dass h : M — R definiert
durch h(z) = g(f(x)) auch konvex ist.

Finden Sie ein Beispiel, das die Notwendigkeit der Voraussetzung zeigt, dass ¢ monoton wachsend
ist.

Die (untere) Niveaumenge einer Funktion f : R™ — R zum Niveau 3 ist definiert durch

L(f,0) ={z e R": f(x) < 5}

Beweisen Sie: f ist konver =  L(f, ) ist konvex fiir jedes 3 € R.
Zeigen Sie, dass die Umkehrung nicht gilt.

Beweisen Sie: Sei f : R® — R eine konvere Funktion, C C R" eine konvexe Menge. Dann ist
argmin(f,C) d.h. die Menge der Punkte, wo f ihr Minimum iber C annimmt, konvez.

(A) (2 Punkte)

(B)

(C)

Seien z,y € M und X € [0,1]

Az +(1—=Ny) = g(f(Az+ (1= Ny))
gAf(z) + (1= A)f(y))
Ag(f(x)) + (L= Ng(f(y)) = Ah(z) + (1 = A)h(y).

VANVA

Die erste Ungleichung basiert auf der Voraussetzung, dass g monoton wachsend und f konvex
ist. Die zweite Ungleichung basiert auf der Voraussetzung, dass g konvex ist.

Beispiel, dass g monoton wachsend sein muss:

Wenn g(z) = e ® und f(z) = 22, z € R, dann ist h(z) = e *". g und f sind konvex, aber h
nicht. Beweis: betrachte die zweite Ableitung der Funktion f,g und h.

(2 Punkte)

Seien x,y € L(f,3) und X € [0,1]. Da f konvex ist, haben wir:

fOz+ (1 =Ny) <Af(2) + (1=Nf(y) <A+ (A=A =0

Daher gilt \x + (1 — Ny € L(f,3).
Gegenbeispiel fiir die Umkehrung: f(z) = Inz.

(1 Punkt)

Wir haben x € argmin(f,C) < f(x) < f(z) gilt fiir alle z € C. Seien y € argmin(f,C) und
A € [0,1]. Da f konvex ist, gilt

fAz+ (1 =XNy) <M (@) + A =2f(y) <Af(2) + (1 =A)f(2) = f(2)

fiir alle z € C. Daher A\x 4 (1 — \)y € argmin(f,C).
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H6 (5 Punkte)
Sei f: R — R konvex, und seien a,b € R mit a < b.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € [a, b] gilt:

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle x € (a,b) gilt:
f@) = Jl@) _ )~ fl@) _ 1)~ J(@)

T —a - b—a b—=x

Machen Sie eine Skizze, die diese Ungleichung illustriert.

(c) Sei f differenzierbar. Zeigen Sie mit Hilfe von (b), dass

b—a

f'(a) <

(a) (2 Punkte) x € [a,b] bedeutet, dass es ein \ € [0, 1] geben muss mit x = Aa + (1 — \)b. Daraus

ergibt sich, dass
b—=x

b—a’

Einsetzen in die Definition einer konvexen Funktion ergibt die Ungleichung.

(b) (2 Punkte) Aus (a) erhilt man
(b—a)f(@) < (b—a)f(a) + (z — a) f(b),
was dasselbe ist wie
(b—a)f(@) < (b—a)f(a) + (z - ) (f(B) = f(a)),

woraus sich die linke Ungleichung sofort ergibt. Die rechte Ungleichung erhélt man ganz analog.
Anschaulich bedeutet dies, dass der Anstieg der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b))
zwischen den Anstiegen der Sekanten durch (a, f(a)) und (z, f(z)) bzw. durch (z, f(z)) und

(b, f(D)) liegt.

(c) (1 Punkt) Aus (b) folgt

) =t L0 @) _ )~ fla)

z\.a T —a b—a

Die rechte Ungleichung ergibt sich analog.



